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LỜI NÓI ĐẦU 

 

  Giải tích 1 ( Toán cao cấp A1 ) là học phần đầu tiên của chương trình TOÁN CAO CẤP 

dành cho sinh viên năm thứ nhất thuộc các nhóm ngành khối kĩ thuật. Giáo trình được biên soạn 

trên nền chương trình khung của Bộ Giáo dục - Đào tạo và theo đề cương chương trình của Học 

viện Công nghệ Bưu chính Viễn thông phê duyệt năm 2007 cho hệ đào tạo chính qui.  

Sách được biên soạn trên cơ sở tham khảo rộng rãi giáo trình của các trường Đại học kĩ 

thuật, các tài liệu học tập, tham khảo dành cho sinh viên hệ chính qui của Học viện Công nghệ 

BC-VT được biên soạn từ năm 2001 và kinh nghiệm giảng dạy nhiều năm của các tác giả. Chính 

vì thế tài liệu này có thể dùng học tập và tham khảo cho sinh viên của tất cả các trường đại học và 

cao đẳng kĩ thuật. 

Giáo trình được cố gắng trình bày rõ ràng, mạch lạc, súc tích những vấn đề cốt lõi của  

Giải tích 1. Trước khi đọc các nội dung chi tiết, người đọc nên xem phần giới thiệu của mỗi 

chương để thấy được ý tưởng tổng quan của nội dung chương đó. Phần lớn các định lí có trong 

giáo trình được chứng minh nhằm rèn luyện tư duy và củng cố kiến thức, còn lại các định lí đưa 

ra được thừa nhận với mục đích áp dụng. Trong mỗi chương, mỗi nội dung, người đọc có thể tự 

đọc và hiểu được cặn kẽ nội dung thông qua cách diễn đạt và chứng minh rõ ràng. Cũng nhờ các 

ví dụ minh họa được đưa ra từ dễ đến khó, người đọc có thể coi đó là các bài tập mẫu để giải các 

bài tập có trong giáo trình. Người đọc có thể tự kiểm tra, đánh giá kiến thức, khả năng thu nhận 

dựa vào phần hướng dẫn và đáp số được cung cấp ở những trang cuối sách. 

 Cần nhấn mạnh rằng, nội dung chính của TOÁN CAO CẦP là phép tính vi phân và phép 

tính tích phân mà nền tảng của nó là phép tính giới hạn của hàm số. Chính vì thế chúng tôi trình 

bày khá cặn kẽ hai chương đầu của tài liệu để người học tự đọc cũng có thể có được kiến thức 

vững vàng để đọc tiếp các chương còn lại. 

Giáo trình gồm 5 chương, tương ứng với 5 đơn vị học trình (75 tiết). 

Chương 1. Giới hạn của dãy số. 

Chương 2. Hàm số một biến số. 

Chương 3. Phép tính vi phân hàm số một biến số.  

Chương 4. Phép tính tích phân. 

Chương 5. Lý thuyết chuỗi. 
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Mặc dù các tác giả đã cố gắng rất nhiều, song thời gian bị hạn hẹp cùng với yêu cầu cấp 

bách của Học viện và khả năng có hạn, các thiếu sót còn tồn tại trong cuốn sách là điều khó tránh 

khỏi. Chúng tôi chân thành chờ đón sự đóng góp ý kiến của các bạn đồng nghiệp, bạn đọc xa gần 

và xin cám ơn về điều đó. 

 Chúng tôi bày tỏ sự  cám ơn đối với Ban Giám đốc Học viện Công nghệ Bưu chính Viễn 

thông, các bạn đồng nghiệp trong bộ môn Toán của Học viện đã khuyến khích động viên, tạo 

điều kiện cho ra tập tài liệu này. Nhân đây chúng tôi cũng chân thành cám ơn các thành viên 

trong hội đồng thẩm định của Học viện, đặc biệt các Giáo sư, Tiến sỹ phản biện đã đóng góp các 

ý kiến quý báu và xác đáng cho cuốn sách này. 

                                                                                                            

Hà nội, ngày 20 tháng 11 năm 2008 

                                                                                                       Các tác giả 

                                                                           

 
                                                                                             



Chương 1:  Giới hạn của dãy số 

 5

               

 

                 CHƯƠNG I.  GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 

 

 
Trong nhiều vấn đề lý thuyết cũng như thực tế, người ta phải xét những đại lượng mà 

trong quá trình biến thiên đại lượng đó lấy những giá trị rời rạc rất gần đến một hằng số a nào 
đấy. Trong quá trình này, ta nhận được dãy số dần đến a hay có giới hạn là a. Thực tế, hầu hết 
các dãy số có giới hạn là một số a nào đó không bao giờ đạt được giá trị a, điều này trong quá 

trình tìm giới hạn không cần quan tâm đến. Chẳng hạn, ta xét dãy số  nu trong đó 

1


n

n
un . Quá trình n tăng lên mãi thì un tăng dần về số rất gần 1. Nói rằng dãy số có giới 

hạn là 1 khi n  tăng lên vô cùng . Ta xét thêm bài toán ‘lợi nhuận đầu tư ‘ như sau : Giả sử có 
10.000 USD đầu tư để thu lãi 8% năm.  Sau 1 năm thì vốn trở thành 10.000.(1,08) = 10800 
USD. Nếu lãi suất 8% được tính thành 6 tháng với lãi suất 4% thì sau 1 năm vốn trở thành 

 210.000. 1,04 10816USD . Nếu vẫn lãi suất 8% nhưng lãi được nhập vốn hàng ngày thì 

tổng số vốn sau 1 năm sẽ nhiều hơn, cụ thể là 
365

8
10.000 1 10832,78

100.365
USD

   
 

. Rõ 

ràng tiền tăng nhanh hơn nếu thời gian lãi nhập vốn ngắn đi. Tổng quát số vốn A đầu tư với 

lãi suất r% năm và lãi nhập vốn n lần trong năm, sẽ trở thành 1 USD
100

n
r

A
n

  
 

. Đây là một 

dãy số đáng quan tâm 

Giới hạn là một khái niệm khó của toán học. Khái niệm giới hạn được cho bởi từ “gần”, 
để mô tả định tính. Còn định nghĩa chính xác của nó cho bởi cụm từ “ bé hơn  ” hoặc “lớn 
hơn  M” để mô tả định lượng sẽ được giới thiệu trong chương này. Khi đã hiểu được khái 
niệm giới hạn thì sẽ dễ dàng hiểu được các khái niệm đạo hàm, tích phân. Bởi vì các phép 
toán đó đều xuất phát từ phép tính giới hạn. 

Trước khi đi đến khái niệm về giới hạn cần hiểu được vai trò thực sự của số vô tỉ. Nhờ 
tính chất đầy của tập số thực mà người ta có thể biểu diễn tập số thực trên trục số - gọi là trục 
thực và nói rằng tất cả các số thực lấp đầy trục số. Nói khác đi có sự tương ứng 1-1 giữa các 
số thực và các điểm trên trục số. Chương này cũng đề cập đến trường số phức, đó là trường số 
thực mở rộng. Vai trò và ý nghĩa của số phức về mặt lý thuyết cũng như ứng dụng sau này 
trong kỹ thuật, đặc biệt trong kỹ thuật điện tử là rất lớn.  

1.1. SỐ THỰC 

1.1.1. Các tính chất cơ bản của tập số thực. 

A. Sự cần thiết mở rộng tập số hữu tỉ  . 

Do nhu cầu đòi hỏi của cuộc sống, tập các số tự nhiên = {0,1,2,...}, cơ sở của phép 
đếm đã được mở rộng sang tập các số nguyên  ={0, 1,  2,...}. Sau đó, do trong   không  
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có các phần tử mà tích với 2 hoặc 3 bằng 1, nên nguời ta đã xây dựng tập các số hữu tỉ, đó là 
tập gồm các số  có thể được biểu diễn bởi tỉ số của hai số nguyên, tức là số thập phân hữu hạn  

hoặc vô hạn tuần hoàn. Nếu chỉ dừng lại trên tập   thì trong toán học gặp phải nhiều điều 
hạn chế, đặc biệt là gặp khó khăn trong việc giải thích các hiện tượng của cuộc sống. Chẳng  

hạn, việc tính đường chéo của hình vuông có kích thước đơn vị. Đường chéo đó là 2  không 

thể mô tả bởi số hữu tỉ. Thật vậy nếu 2  =
n

m
  trong đó ƯSCLN (m,n) = 1 thì m2 = 2n2 

m = 2p và 4p2 = 2n2n = 2q. Điều này vô lí vì lúc này m, n có ước chung là 2. Chứng tỏ 

2  . Những số xuất hiện và được dùng thường xuyên trong giải tích như e, cũng không 
phải là số hữu tỉ. 

B. Số vô tỉ. 

Một số biểu diễn dưới dạng thập phân vô hạn không tuần hoàn, hay không thể biểu diễn 
dưới dạng tỉ số của hai số nguyên được gọi là số vô tỉ. 

C. Số thực. 

Tất cả các số hữu tỉ và số vô tỉ tạo thành tập hợp số thực. Kí hiệu tập số thực là  . 

Vậy tập số vô tỉ là  \  . 

Người ta có thể xây dựng tập số thực   nhờ vào một hệ suy diễn hay nói cách khác nhờ 
vào một hệ tiên đề. Chúng ta không trình bày ở đây mà coi rằng tập hợp số thực   là quá 
quen thuộc và chỉ kiểm tra sự thoả mãn tiên đề đó. Chúng ta coi đó là các tính chất của tập 
hợp số thực  .  

Tính chất 1: Tập   là một truờng giao hoán với hai phép cộng và nhân: ( , + , .). 

 1.  , ,  ,  .a b a b a b       .    

 2.  , , ,  ( ) ( ),  ( . ) ( )a b c a b c a b c a b c a bc        .    

 3.  , ,  ,  a b a b b a ab ba      . 

 4.     có phần tủ trung hoà đối với phép cộng là 0 và đối với phép nhân là 1 

       ,  0 0a a a a      ,  1.a   = a.1   = a . 

  5.   Phép nhân có tính phân phối đối với phép cộng 

       , , ,  ( )a b c a b c ab ac     , 

                     cabaacb  )( . 

6.   Tồn tại phần tử đối của phép cộng 

       ,  ( ),  ( ) 0a a a a       . 

        Tồn tại phần tử nghịch đảo của phép nhân 

       * * 1 1,  ( \{0}),  ,  . 1a a a a        . 

Tính chất 2: Tập   được xếp thứ tự toàn phần. Ngoài ra tập các số thực dương có tính đóng  

                     kín, nghĩa là: 

 1.   , ,  a b a b    hoặc ba   hoặc ba  . 
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 2.   

          
, , ,  ,

, ,  ,  .

a b c a b a c b c

a b c a b ac bc

      
     



 
 

 3.   * * *, ,  ,  a b a b ab         , ở đây *
 được kí hiệu là tập các số thực dương. 

Tính chất 3: Tập   là một tập đầy. 

          Một tập E được gọi đầy nếu thỏa mãn điều kiện sau đây: 

Mọi tập con X không rỗng của E  bị chặn trên trong E đều có một cận trên đúng thuộc E 
và mọi tập con không rỗng X của E bị chặn dưới trong E đều có một cận duới đúng thuộc E. 
Vậy có thể phát biểu tính chất 3 như sau: 

 Mọi tập con X không rỗng của  bị chặn trên trong  đều có một cận trên đúng thuộc 
  và mọi tập con không rỗng X của  bị chặn dưới trong  đều có một cận duới  đúng thuộc 
 . 

  Cho X  và a . Người ta gọi a  là một cận trên của X trong   nếu Xxax  , . 

  Tương tự gọi a  là một cận dưới của X trong   nếu  ,  x a x X   . 

  Gọi tập X là bị chặn trên trong  , (bị chặn dưới) khi và chỉ khi tồn tại ít nhất một cận 
trên (cận dưới) của X  trong  . 

  Người ta gọi số nhỏ nhất trong các cận trên của X trong  ( nếu có ) là cận trên đúng 
của X trong   , kí hiệu số đó là M* hay SupX (đọc là Suprémum của X). 

 Gọi số lớn nhất trong các cận dưới của X trong ( nếu có ) là cận dưới đúng của X 
trong  , kí hiệu số đó là m* hay InfX (đọc là Infimum của X). 

  Nếu M*X thì nói rằng M* là phần tử lớn nhất của X, kí hiệu M* = SupX = MaxX. 

  Nếu m*X thì nói rằng m*  là phần tử nhỏ nhất của X, kí hiệu m* = InfX = MinX. 

  Gọi X là bị chặn trong   khi và chỉ khi X đồng thời bị chặn trên và bị chặn dưới 
trong . 

Chú ý: 

 a.  Tập  \   không đóng kín đối với phép cộng và phép nhân, chẳng hạn 

            2 \    nhưng  
2 ( 2) \ ,

2. 2 \ .

  



 

 
 

 b.  \ , \x y x y             

                        
\ ,

1
\ .

xy

x





 

 
  

c. M* = SupX  nghĩa là : với mọi số 0   bé tùy ý, bao giờ cũng tìm được tương ứng 

số X  để có bất đẳng thức *M    . 

                               *( 0) ( )X M           

       m* = InfX  nghĩa là *( 0) ( )X m           
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        Nếu M là một cận trên của tập X thì SupX   M       

        Nếu m là một cận dưới của tập X thì InfX   m. 

Ví dụ 1.1:  Chứng minh ( 2 3 6) \     

Giải: Giả sử q = 2 22 3 6 ( 2 3) ( 6)q        hay 6)1(212  qq , dễ dàng 

chứng minh 6  (tưong tự như chứng minh 2 ). Theo chú ý trên suy ra q + 1= 0 và    

q2 + 1 = 0. Điều này là mâu thuẫn .Vậy q . 

 

Ví dụ 1.2:  Tìm các cận dưới đúng và cận trên đúng trong   nếu chúng tồn tại của tập sau: 

    

                * * *1 ( 1)
,  ,  ,  1, 2,...

2

n

nn
X n u n

n

 
      
 

     

Giải: 
*p   ta có:  

                       

2

1

8

1

2

1

12

1

3

1

12

1

2

1

4

3
0

2

1

2

1

1

12121212

2222















u

u
pp

u

uu
p

u

pppp

ppp

    

Từ đó suy ra *n  có 
4

3

2

1
21  uuu n  

                   InfX = MinX = 
2

1
  , SupX = MaxX = 

4

3
. 

Ví dụ 1.3:  Cho A, B là hai tập không rỗng của   và bị chặn trên. 

               a. Chứng minh Sup( BA ) = Max(Sup(A),Sup(B)). 

               b. Gọi A+B =  ,  ( , ) ,  x R a b A B x a b      , chứng minh                  

                   Sup(A+B) =  Sup(A) + Sup(B). 

Giải: 

  a.  Kí hiệu Sup ,  Sup ,  Max( , )A B       .Vậy tập hợp các cận trên của      

    BA chính là X ={ ,  x x   và }x hay X= ,  x x  suy ra Sup( )A B   . 

  b. 

        
,  Sup

,  Sup

a A a A

b B b B

  
  

,  Sup Supa b A B a b A B        

         * Sup( )M A B    
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         ( 0 ) 
(  Sup )

2

(  Sup )
2

a A a A

b B b B





    

    
             

                       
*

(  Sup Sup )

Sup Sup Sup( )

a b A B a b A B

M A B A B

        

     
 

 

1.1.2. Tập số thực mở rộng 

 Người ta thêm vào tập số thực   hai phần tử kí hiệu là   và  . Tập số thực mở 

rộng được kí hiệu là  , tức là   ,     , các phép toán cộng (+) và nhân (.), quan hệ 

thứ tự được định nghĩa như sau: 

 

 1.      x       ( ) ( ) ,  ( ) ( ) .x x x x               

         2.                      ( ) ( ) ,  ( ) ( ) .           

   3.    * *,  ,  0x x x         

               ( ) ( ) ,  ( ) ( ) .x x x x           

          * *,  ,  0x x x         

    4.                        ( ) ( ) ,  ( ) ( ) .x x x x                                

                       ( )( ) ( )( ) ,  ( )( ) ( )( ) .               

    5.     x  ,  ,  ,  .x           

                          ,  ,  .x           

1.1.3. Các khoảng số thực 

Cho ,a b  và ba  .Trong   có chín loại khoảng sau đây: 

         , ,  a b x a x b     được gọi là đoạn hay khoảng đóng bị chặn 

      
   
   

, , 

, ,  

a b x a x b

a b x a x b

   

   




 được gọi là khoảng nửa đóng hoặc nửa mở            

       

   
   
   
   
   

, ,  

, ,  

, ,  

, ,  

, ;

a x a x

a x x a

a b x a x b

a x a x

a x x a

   

   

   

   

   











 được gọi là các khoảng mở 

  Các số thực a, b gọi là các đầu mút của khoảng. 
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1.1.4. Giá trị tuyệt đối của số thực 

A. Định nghĩa: Giá trị tuyệt đối của số thực x, được kí hiệu x , là số thực không âm xác  

                         định như sau:  

                          
 0

 0

x khi x
x

x khi x


  

 

 

B. Tính chất 

1.   ,  =Max ,x x x x   . 

2.  00  xx . 

3. 

      
*

1 2 3
1 1

, ,  ,

, , , , , ,  , ,  .
n n

nn
n i i

i i

x y xy x y

n x x x x x x x x x
 

  

        



  
 

4.   * 1 1
,x

x x
   .  

5. 

     
*

1 2
1 1

, ,  ,  , , , , ,  .
n n

n i i
i i

x y x y x y n x x x x x
 

            
 

 6. 

         1 1
, ,  Max( , ) ,  Min( , ) .

2 2
                  

x y x y x y x y x y x y x y         
 

 7.   , ,x y x y x y     . 

1.1.5. Khoảng cách thông thường trong   

A. Định nghĩa: Khoảng cách trong  được xác định nhờ ánh xạ 

                      
 

:   

    ,

d

x y x y

 


  

 

Đó là hình ảnh trực quan về khoảng cách giữa 2 điểm x và y trên trục số thực  . 

B. Tính chất 

  1.    yxyxd  0, . 

  2.    , ,  , ,x y d x y d y x   . 

 



Chương 1:  Giới hạn của dãy số 

 11

 

  3.      , , , , , ,x y z d x z d x y d y z    . 

  4.      , , ,  , , ,x y z d x y d x z d y z    . 

1.2. SỐ PHỨC 

Chúng ta đã biết rằng trong trường số thực   không thể phân tích thành thừa số tam thức 

bậc hai cbxax 2  khi 042  acb . Tuy nhiên sẽ rất tiện lợi nếu có thể thừa số hoá tam 

thức này thành dạng     xxa  trong đó ,   .Nhằm mục đích này, thêm vào một  

phần tử mới, được kí hiệu là i (được gọi là đơn vị ảo) kết hợp với các cặp số thực   2,x y   để 

tạo ra các số phức. 

1.2.1.Định nghĩa và các dạng số phức                                                                

A. Định nghĩa:  

   Cho   2,x y  , một số biểu diễn dưới dạng z = x + iy, trong đó 12 i   được gọi là   

một số phức. Tập các số phức được kí hiệu là  . 

    x được gọi là phần thực của z, kí hiệu Rez  = x,  y là phần ảo của z, kí hiệu là Imz = y 

   Gọi môđun của z, được kí hiệu là z  xác định bởi số thực không âm 

                         022  ryxz  

   Gọi Acgumen của z , được kí hiệu là Argz xác định bởi số thực                               

                         Argz =  ; ;cos
x

z
 
  


  và  







z

ysin  ,    với 0z  

   Như vậy Acgumen của z sai khác nhau 2 ,k k   và Arg0 không xác định. 

   Vậy số phức z có thể viết dưới các dạng: 

 1.   z = x + iy gọi là dạng chính tắc hay dạng đại số của số phức z.               (1.1) 

 2.   z =  cos sinr i   gọi là dạng lượng giác của số phức z.                     (1.2) 

B. Biểu diễn hình học của các số phức 

             

 

 

 

 

 

                        

 

                                                     H.1.1 

Xét mặt phẳng Oxy với hệ toạ độ trực chuẩn. 

   y 

 

   y                                   

                                M(z) 

      

              

  O                         x                x 

      H.1.1 

   H.1.1. 
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Ánh xạ :  Oxy  , nghĩa là đặt mỗi số phức z = x + iy ứng với điểm M có toạ độ  

(x,y) trên mặt phẳng Oxy. Vậy   là song ánh. Người ta gọi mặt phẳng Oxy là mặt phẳng 

phức.  z ,  z    gọi là ảnh của z trên Oxy.  1,M Oxy M   gọi là toạ vị của M, đó là số 

phức z . Ngoài ra 


OM cũng được gọi là véctơ biểu diễn số phức z. Như vậy zOM   và 







 

OMOx, = Argz 

Trên mặt phẳng phức Oxy ta nhận thấy: 

Trục Ox biểu diễn các số thực z x  , trục này gọi là trục thực. Trục Oy biểu diễn các số 

phức dạng  z = iy, y  (được gọi là các số ảo thuần tuý), được gọi là trục ảo. 

1.2.2. Các phép toán trên tập   

A. Phép so sánh bằng nhau 

      1 24
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

, , , ,  
x x

x y x y x iy x iy
y y


       

                                      (1.3) 

                     1 2
1 1 1 2 2 2

1 2

os sin os sin
2

r r
r c i r c i

k
   

  


      
                       (1.3)’ 

B. Phép lấy liên hợp 

Cho z x iy   , liên hợp của z , được kí hiệu là z và cho bởi z x iy  . (1.4) 

            Vậy             os sin os sinz r c i z r c i                                         (1.4)’ 

 C. Phép lấy số phức đối 

  Cho z x iy   , số phức đối của z , được kí hiệu là   z  (đọc là trừ z ) được xác 

định bằng công thức: 

                                         ( )z x iy                                                               (1.5)       

Vậy ta có            os sin ( ) os( ) sin( )z r c i z r c i                             (1.5)’ 

 D. Phép cộng, phép trừ 

  Cho 1 1 1 2 2 2,  z x iy z x iy    , tổng của 1z  và 2z , được kí hiệu là 1 2z z  và được xác 

định như sau:                      1 2z z = 1 2 1 2( ) ( )x x i y y   ,                                           (1.6) 

   Cho 1 1 1 2 2 2,  z x iy z x iy    , hiệu của 1z  và 2z , được kí hiệu là 1 2z z và được xác 

định như sau:                      1 2z z = 1 2 1 2( ) ( )x x i y y   ,                                            (1.7)     

 E. Phép nhân, phép chia 

   Cho 1 1 1 2 2 2,  z x iy z x iy    , tích của 1z  và 2z , được kí hiệu là 1 2.z z và được xác 

định như sau:             1 2z z = 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )x x y y i x y x y   ,                                             (1.8) 

            Vậy nếu         1 1 1 1 2 2 2 2os sin ,  os sinz r c i z r c i        
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   thì                   1 2 1 2 1 2 1 2os( ) sin( ) .z z r r c i                                             (1.8)’ 

Cho 1 1 1 2 2 2,  z x iy z x iy    , thương của 1z  và 2z , với 2 0z   được kí hiệu là 1

2

z

z
, xác định 

như sau:                   1
2 1

2

.
z

z z
z

 , từ đó ta suy ra  :      

                       1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2

2 2 22 2 2

( ) ( )z z z z z x x y y i x y y x

z x yz z z

  
  


,                           (1.9)          

            

 Vậy nếu              1 1 1 1 2 2 2 2os sin ,  os sinz r c i z r c i        

            thì                    1
1 2 1 2 1 2

2

os( ) sin( ) .
z

r r c i
z

                                           (1.9)’ 

  Từ các phép toán trên, nhận được các tính chất dưới đây của phép lấy liên hợp: 

  1.   z , z z.    

  2.     2
1 2 1 2 1 2z , z ,  z z z z     . 

  3.     2
1 2 1 2 1 2z , z , z .z z z     

       
n n

*
1 2 n i i

i 1 i 1

n , z ,z , , z ,   z z ,
 

         
1 1

n n

i i
i i

z z
 

  .                         (1.10)  

  4.   * *z , z ' , \{0}         

                       1 1

2

z z

z z

 
 

 
. 

  5.   z , z z z         

                         z z z i , i {iy, y }        . 

  6.   
2

z z.z z   . 

 F. Phép luỹ thừa, công thức Moavrờ ( Moivre) 

 Cho số phức  cos sin ,z r i k      

   Lũy thừa bậc k của số phức đã cho được kí hiệu là kz và được tính theo công thức: 

           . ....nz z z z ,  
1

. ....
nz

z z z
  , *n                  

   Từ các công thức (1.8)’, (1.9)’ và bằng qui nạp, ta có thể chứng minh được: 

                        kikrz kk sincos                                               (1.11)              

   Công thức (1.11) được gọi là công thức Moivre.    

    G. Phép khai căn bậc n của *z . 
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  Cho  *n ,z r cos i sin    . Gọi *  là căn bậc n của z, được kí hiệu n z , xác   

định như sau:                     zn    

  Nếu gọi    và  = Arg  thì từ định nghĩa trên suy ra 

                     
2

n r

n k


 

 

  

 hay là 
1
nr   và =

n

k 2
                                                                                                      

                                                                                        ( 0,1,2,3,..., 1)k n                                                 

  Vậy số 0z   có đúng n căn bậc n của nó,  đó là các số phức có dạng:                       

          1,...,2,1,0
2

sin
2

cos
1







 




 nk
n

k
i

n

k
r n             (1.12) 

Chú ý:           

a. Trong chương IV, sau khi đã có công thức khai triển của các hàm số sơ cấp, ta sẽ 
nhận được dạng  luỹ thừa của số phức z : 

                                                      irez    

 Khi đó công thức (1.11) sẽ là:     ,k k ikz r e k                            (1.11)’ 

  và công thức (1.12) sẽ là:   
1 2

*,  0,1,..., 1,  
k

i
n n nz r e k n n

 

                    (1.12)’ 

         b. Căn bậc n của đơn vị 

Ta xét số phức 1z  , như vậy 1z  , Argz  =  0 . Suy ra căn bậc n của 1 sẽ là n số phức 

dạng 

                             1,...,2,1,0,
2

 nke n

ik

k



  

Vì 12  ie  nên các số phức k có những tính chất sau: 

 1.   .,1,...,2,1,0 knknk    

 2.   10,1,2,..., 1 , .k
kk n       

 3.  
nn 1 n 1

k 1
k 1

k 0 k 0 1

1
n \ 0,1 , 0.

1

 

 


      

   

 4. Các số phức k biểu diễn trên mặt phẳng phức bởi các đỉnh của một đa giác đều n 

cạnh nội tiếp trong đường tròn lượng giác và một trong các đỉnh là điểm có toạ vị bằng 1. Đa 
giác này nhận Ox làm trục đối xứng, chẳng hạn với n = 2 ,n = 3, n = 4, biểu diễn hình học các 

số k được cho trên hình 1.2 
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                y                                             y                                               y 

 

                                           
2

3

2

1
i  

                                                                                                                                                                       

        1                         1     x          -1                        1       x             -1                     1     x                                                                                                                      

                                      
2

3

2

1
i  

n = 2                                      n = 3                                          n = 4 

                                                                     H.1.2. 

Ví dụ 1.4:  Hãy tìm tất cả các ánh xạ f :     sao cho:                                

                                        , ( ) ( ) 1z f z zf z z       

Giải: 

Nếu tồn tại f thì   f(-z) – zf(z) = 1-z . Sau khi nhân cả hai vế với –z, cộng vế với vế, ta 
nhận được 

                       22 1)(1 zzfz  , chứng tỏ  f(z) = 1 nếu iz   .  

 Đặt f (i) i , ,          thì    iiif 1)(  

  Kiểm tra       

:  

1                          khi 

                 khi               ,

1 ( 1)     khi 

f

z i

z i z i

i z i

   
 



 
   
     



 


    

Ta sẽ thấy các ánh xạ trên thoả mãn điều kiện đặt ra. 

Ví dụ 1.5:  Tính các số phức:  a. )3)(31)(1( iii  ,   b.  
i

i




1

3
,    c. 4 31 i  .                     

Giải: 

a.  Đặt  321 zzzz    trong đó   iz 11 , iz 312  ,  iz  33  

Ta đi tìm môđun và acgumen của các số phức này 

     21111  zr ,  1 1rgA z  , trong đó 1

1

tg 1

cos 0



 

 
  

41

   

Tương tự nhận được:  
6

,2,
3

,2 3322

  rr  

Vậy 



 


)

12

5
sin()

12

5
cos(24.24 12

5
. 

iez
i
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b.  Đặt 
2

1

z

z
z   trong đó iziz  1,3 21  

                      
1 1 1 1

2 2 2 2

2, Arg
6

2, Arg
4

r z z

r z z





    

   
       

Vậy  12

5
)

46
(

22


ii

eez


  

c.  Đặt 3,2,1,0,4  kzk  

 

 

trong đó 
2

1 3 2
Arg

3

r z
z i

z


  
    

 

 

Vậy  )
3

2
sin

3

2
(cos2


iz   

          

)31(
8

1
)

3

5
sin

3

5
(cos2

)3(
8

1
  )

6

7
sin

6

7
(cos2

)31(
8

1
)

3

2
sin

3

2
(cos2

)3(
8

1
)

6
sin

6
(cos2

44
3

44
2

44
1

44
0

ii

ii

ii

ii

















 

Ví dụ 1.6:  Tìm môđun và acgumen của số phức      
200

100

)3(

)1(

i

i
z




 . 

Giải:  Đặt 1 21 ,  3z i z i     

Khi đó: 
200

2

100

1 .  zzz  Bây giờ ta đi tính môđun và acgumen của các số phức 1 2,z z  

     
1 1 1

2 2 2

2,  
4

2,  
6

z Argz

z Argz





   

  
 

 Từ đó có  100 50 100
1 12 ,  Arg 25 ,   2z z        . 

         200 200 200
2 2

200 2
2 ,  Arg ,   2

6 3
z z
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 Cuối cùng ta được  15020050 22.2  z ,   Arg
3

z


  . 

Ví dụ 1.7:   Chứng minh rằng z   thì 
11
2

1
1

2 







z

z
 

Giải: 

Giả sử z x iy     sao cho 












11

2

1
1

2z

z
 

 

0
4

3
22

0
4

3
20

4

3
2

0)(2)(
2

22

22

22

22222






















xx

xyx

yx

xyx

yxyx

 

 0
2

1

2

3
1'  x     

 Chứng tỏ mâu thuẫn. Vậy các bất đẳng thức được thỏa mãn. 

Ví dụ 1.8:   Cho a, b, c  và 1,  ,  a b c a c b c      

          Chứng minh 

                         Arg  1
Arg ,   .

2

c b b

c a a





 

Giải: 

  Hãy xét số phức dưới đây: ( để ý đến giả thiết, ta có 
1 1 1

,     ,    a b c
a b c
   ) 

                    

 

2

2 2 2

2

1 1 1

.
1 1 1

Arg 0,   

2Arg Arg 0

1
Arg Arg ,  

2

c b a b c a b c b ac b a
c a b a c b a c a b

c a b

c b a
k

c a b

c b a

c a b
c b b

c a a

 



                         
 

     


  



 


  

Ví dụ 1.9:   Cho a , hãy tính căn bậc 4 trong tập   của số phức : 

                            22 2 28 1 4 (1 )z a a a a i      
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Giải: 

 Nhận xét: Biểu diễn z trong dạng  22 )1(2 iaaz    

  Như vậy            iaaz )1(2 2   

  Tiếp tục nhận xét thấy: 

               

 

 
2

2

2

2

)1()1(
2

1
)1(2

)1()1(
2

1
)1(2







 







 

iaaiaa

iaaiaa

 

 Ta suy ra 4 giá trị của 4 z  sẽ là: 

               iaaiaa )1()1(
2

2
,)1()1(

2

2
  

Ví dụ 1.10:   Giải phương trình với ẩn số z : 

                         zzz 4  

Giải: 

 Nhận xét ban đầu :  z1 = 0 là nghiệm 

 Ta xét z  0 và  đặt i *z e ,  ,  .
      

               

4 3

3

(cos4 sin 4 ) 2cos

cos4 2cos
               

sin 4 0

z z z i   

  


    

 
 



   

                  

                                

 

3

4 0, 2

cos 0

2cos

 



 

 


 
 

   hoặc      

 

3

4 , 2

cos 0

2cos

  



 

 



  

 

 Ta lấy 3

1

20   , 6

1

2
4

3
  , 6

1

2
4

5
   

 Vậy các nghiệm 0z  là:   

                                     

1

3
2

1 1

6 3
3

1 1

6 3
4

2 ,

3 3
2 (cos sin 2 ( 1 ),

4 4

5 5
2 cos sin 2 ( 1 ).

4 4

z

z i i

z i i
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1.2.3. Áp dụng số phức vào lượng giác 

A. Khai triển cos ,  sin ,  n n tgn    

Cho *,  n   . Ta ap dụng công thức Moivre và công thức nhị thức Newton, sẽ có 

                  



n

k

kkknk
n

n iCinin
0

sin.cossincossincos   

 Tách phần thực và phần ảo, ta nhận được 

             













33311

222

sincossincossin

sincoscoscos
n

n
n

n

n
n

n

CCn

Cn
 

 Sau khi thay  22 cos1sin   vào các công thức trên sẽ có: 

1. ncos  biểu diễn dưới dạng một đa thức của cos , gọi đó là đa thức Chebyshev loại  

2. nsin  bằng tích của sin với một đa thức của cos , gọi là đa thức Chebyshev  loại  

3. 
1 3 3

2 2 4 4

sin
tg tgsin costg

coscos 1 tg tg
cos

n
n n

n n
n

n
C Cn

n
nn C C


     



 
  

  



 

     B. Tuyến tính hoá cos ,  sin ,  cos sinp p p p     

 Cho * i

1
2cos

, p , e
1

2isin



           
     
 

   

Vậy   
p

pp 





 


 1

cos2  và  
p

ppi 





 


 1

sin2  

Sử dụng công thức nhị thức Newton và ta xét các trường hợp sau đây: 

a.  Trường hợp *p 2m,  m   

  1. 

        



















 






 













1

0
22

)12(2

2
1

2
1
2

222
221

22
222

)(2cos
2

1
2cos

2cos2`)1(2cos22cos2

11
cos2

m

k

k
m

m
m

mm

m
m

m
mm

m
mm

m
mm

mmm

kmCC

CCmCm

CC















  

   2. 
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1

0
22

)12(2

2
1
2

222
221

22
222

)(2cos)1(
2

)1(
12sin

)1()1(2cos22cos2

)1(
11

sin)1(2

m

k

k
m

km
m

m
mmm

m
m

m
m

m
m

m
m

m
mm

mmmm

kmCC

CmCm

CC















 

   b.  Trường hợp p 2m 1,  m    

   1 

.        

2 1 2 1 2 1 1 2 1
2 1 2 12 1 2 1

1
2 1 2 1

2 1 2
2 1

0

1 1 1
2 cos

                     2cos(2 1) 2 cos(2 1) 2 cos

cos 2 cos(2 1 2 )

m m m m m
m mm m
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Để tuyến tính hoá cos sinp q   trước hết tuyến tính hoá từng thừa số cos ,  sinp q  ,       

sau đó thực hiện phép nhân rồi cùng tuyến tính hoá các số hạng thu được. 

Ví dụ 1.11:  Cho ( , , )    n a b , tính các tổng:            

                   



n

k
n

n

k
n kbaSkbaC

00

)sin(),cos(  

 Giải: 

Ta xét      

                    


 
n

k

kibia
n

k

kbai
nn eeeiSC

00

)(  

Nếu 2b    thì 

                   anSanC nn sin)1(,cos)1(    

Nếu 2b    thì 
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Sau khi so sánh, ta có  

2
sin

2

1
sin

2
sin,

2
sin

2

1
sin

2
cos

b

b
n

nb
aS

b

b
n

nb
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Ví dụ 1.12:  Chứng minh 
n

*

k 1

n 1 1
n , sin k

2 2sin1


     

Giải: 

 Vì sin0 = 0 và 1sin k  nên 

 

       

n
nn

k
n

kkkk

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

cos.
1sin

)1sin(
.

2

1

2

1
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2

1

2
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2

1
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Vì rằng      
1sin

1
cos.

1sin

)1sin(



n

n
 vậy ta có   

1sin2

1

2

1
sin

1







n
k

n
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1.3. DÃY SỐ THỰC 

Sau khi xem xét dãy số thực, chúng ta hoàn toàn có thể mở rộng cho dãy số phức vì 

rằng một dãy số phức  nz được định nghĩa trong dạng 

n n nz x iy   

trong đó    n,  nx y là các dãy số thực.  

1.3.1. Các khái niệm cơ bản của dãy số  

A. Định nghĩa  

Một dãy số thực là một ánh xạ từ   vào  , tức là     u :     

hay đơn giản người ta thường kí hiệu  nu  

Với 0n n   xác định, 
0nu được gọi là phần tử thứ n0 của dãy, un thường là một biểu  

thức phụ thuộc vào n gọi là phần tử tổng quát của dãy, chẳng hạn cho các dãy sau đây:     

            1 (gọi là dãy số hằng), 
1

n
 
 
 

(gọi là dãy điều hoà),   1
n ,  

1
(1 )n

n
  
 

, …. 

 B. Sự hội tụ, sự phân kì của dãy số  

1.  Dãy  nu được gọi là hội tụ về a  nếu : 
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0 0 n( 0) ( n ) ( n ) (n n u a )             

     Kí hiệu aun
n




lim , rõ ràng rằng dãy  nu a  hội tụ về 0. 

2.  Dãy  nu được gọi là hội tụ nếu có số a  để aun
n




lim  

3.  Dãy  nu được gọi là phân kì nếu nó không hội tụ, nghĩa là: 

               
00 n( a ) ( 0)  ( n  u a )            

4.  Dãy  nu nhận + làm giới hạn nếu 

              0 0 n( A 0) ( n ) ( n n u A)         

     Kí hiệu 
 n

n
ulim , đôi khi người ta nói rằng  nu  tiến tới + . 

5.  Dãy  nu nhận  -  làm giới hạn nếu       

                    0 0 n( B 0) ( n ) ( n n u B)        .    

     Kí hiệu 
 n

n
ulim  

     Khi dãy có giới hạn là + hoặc - đều được gọi là phân kỳ.  

C. Dãy số bị chặn 

1.  Ta nói rằng  nu  bị chặn trên bởi số A  nếu  n( n   u A)       . 

2.  Ta nói rằng  nu  bị chặn dưới bởi số B  nếu n( n  u B)       . 

3.  Ta nói rằng  nu  là bị chặn nếu tồn tại M   sao cho  n( n  u M)    . 

1.3.2. Tính chất của dãy hội tụ 

A. Tính duy nhất của giới hạn 

Định lí 1.1:   Dãy  nu  hội tụ về a thì a là duy nhất  

Chứng minh:  Giả sử 1 2 1 2lim ,  lim ,  n n
n n

u a u a a a
 

    

Ta lấy 213

1
aa  , theo định nghĩa thì 

                               
1 2 1 n 1

2 n 2

( n ,n ( n n u a )

( n n u a )

       

     


 

 Ta gọi 0 1 2 0Max( , ),  n n n n n    sẽ có: 

                       212121
3

2
2 aaauauaa nn   . Điều này là mâu thuẫn.   

  Chứng tỏ giới hạn a là duy nhất.  
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 B. Tính bị chặn 

1. Dãy  nu  hội tụ thì bị chặn trong tập  . 

2. Dãy  nu  tiến đến +  thì bị chặn dưới trong tập  . 

3. Dãy  nu tiến đến -  thì bị chặn trên trong tập  . 

Chứng minh: 

1.  Giả sử 0 0lim ( ) ( 1)n nn
u a n n n u a


                                           

                                                          aaauu nn  1  

    Đặt   00Max ,..., ,1 ( )n nM u u a n N u M       . 

2.  Giả sử 0 0lim  ( ) ( 1)n n
n

u n n n u


        

    Đặt m =  
00Min ,..., ,1n nu u u m  . 

3.  Quy về 2. bằng cách xét (-un). 

 

Chú ý: 

 a.  Tồn tại các dãy số bị chặn nhưng chưa chắc hội tụ, chẳng hạn  

                                1
n

nu   . 

 b.  Mọi dãy không bị chặn sẽ phân kỳ. 

 c.  Một dãy tiến tới +  thì không bị chặn trên, điều ngược lại không đúng, chẳng hạn xét 

dãy số      1
n

nu n  . Dãy số này không bị chặn, tuy nhiên không có giới hạn. 

 C. Tính chất đại số của dãy hội tụ 

 1. auau n
n

n
n




limlim . 

 2. 0lim0lim 
 n

n
n

n
uu . 

 3.  bavubvau nn
n

n
n

n
n




)(limlim,lim . 

 4. auau n
n

n
n

 


limlim ,  là hằng số . 

 5. ,0lim 
 n

n
u  (vn) bị chặn 0)(lim 

 nn
n

vu . 

 6. abvubvau nn
n

n
n

n
n




)(limlim,lim . 

 7. 
b

a

v

u
bvau

n

n

n
n

n
n

n



lim0lim,lim . 

Chứng minh: 

 1.       0 0 n( 0) ( n ) ( n n u a )           
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   mà  auauau n
n

nn 


lim . 

 2.       Vì ta có 00  nnn uuu . 

 3.       1 2 1( 0) ( , ) ( )
2nn n n n u a
         2( )

2nn n v b


                                         

            Đặt 0 1 2 0Max( , ),  ( ( ) )
2 2n nn n n n n u v a b
            . 

 4.        0 0( 0) ( ) ( )
1nn n n u a



       


 

                                                   



 




1
auau nn . 

 5.     ( M )    ( nn v M    ) 

            
0 0( 0) ( ) ( )

1

. .
1

n

n n n n

n n n u
M

M
u v u v

M



 

      


   


 

  6.       Gọi aunn  .Vậy  nu  hội tụ về 0. Ta có nnnnnnn vavvavu   )(  

 mà abavn
n




lim  vì  nv  bị chặn nên 0lim 
 nn

n
v . 

7.        Trước hết ta sẽ chỉ ra  
bvn

n

11
lim 


 

Vì 0lim 


bvn
n

 nên  1 1( ) ( )
2 2n n

b b
n N n n v b v          

Ta có  bv
bbv

bv

bv n
n

n

n





2

2

.

11
0   

suy ra 
2

2 2( 0) ( ) ( )
2n

b
n N n n v b          

Lấy  n0 = Max(n1,n2), 0

1 1
( )

n

n n
v b

      

Ta thấy 
n

n
n

n

v
u

v

u 1
 , theo 6. ta nhận được 

b

a

v

u

n

n

n



lim  .    

  D. Tính chất về thứ tự và nguyên lý kẹp 

1.  Giả sử  ),(lim balun
n




. Khi đó 0 0( ) ( )nn n n a u b       

2.  Giả sử lun
n




lim  và 0 0( ,) ( )n n n     ( )na u b  . Khi đó bla   
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3.  Giả sử 3 dãy      n, , wn nu v  thoả mãn: 

         0 0( ) ( )n n nn n n u v w      và awu n
n

n
n




limlim  

          Khi đó avn
n




lim  

          4.  Giả sử 0( )n n    ( )n nu v  và 
 n

n
ulim . Khi đó 

 n
n

vlim  

Chứng minh:   

         1.      
1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )

n n

n n

n n n u l l a a u

n n n u l b l u b

        

        
 

         Ta lấy n0 = Max(n1,n2)  thì 0( n n    a < un < b). 

2.      Ta lập luận phản chứng và theo 1. 

3.      1 2( 0) ( , )n n    , 1 2( ) ( )n nn n u a n n w a             

         Lấy  3 1 2ax n ,n M n , 3( n n       awavau nnn ) 

         Vậy      avn
n




lim . 

 4.      *
1 1 n( A ) ( n ) ( n n u A)       . Gọi n2 = Max(n0,n1), 2( )nn n v A     

         Chứng tỏ 
 n

n
vlim . 

Chú ý: 

a.  Để chứng minh dãy  nu  hội tụ về a, thông thường chỉ ra dãy  n  hội tụ về 0 và thoả 

mãn điều kiện nn au  , 0n n   

b.  Bằng cách chuyển qua phần tử đối, nhận được kết quả sau đây: 

         Nếu 0 0( ) ( )n nn n n u v      và 
 n

n
ulim  thì 

 n
n

vlim  

Ví dụ 1.13:   Chứng minh 0
1

lim 
 nn

 

Giải: 

  0 0

1
( 0) ( ) ( )n n n

n
         hay 


1

n   

  Vậy chọn được 1
1

0 








En . Người ta kí kiệu E(x) là phần nguyên của x. 

Ví dụ 1.14:  Tìm *
2

1

lim lim ,  
n

n
n n

k

n
u n

n k 


 
   

Giải: 
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2n n

*
n n2 2 2

k 1 k 1

n

n n2
k 1

n n n
n n n

n n n
n , u v

n k n 1 n 1

n n
u w

n n n 1

lim v lim w 1 lim u 1

 



  

     
  

  
 

   

 





  

Ví dụ 1.15:  Chứng minh  

0     1

lim 1      1

  1

n

n

khi a

a khi a

khi a


 


 
 

 

Giải 

Xét a 1,  sẽ tồn tại *h    để a = 1+h. Ta có     
0

1 1  
n

nn i i
n

i

a h C h nh


       

vì   lim( ) lim(1 ) lim n

n n n
nh nh a

  
        

   Xét 
1 1

1,  0 1 lim lim 0 lim 0

n

n n

n n n
a a a a

a a  

 
           

 
 

   Với a = 0 rõ ràng an = 0, 0lim 


n
n

n
an  

   Xét a = 1 1lim1 


n

n

n aa  

Ví dụ 1.16:   Tìm *n

n
lim a ,  a 

  

Giải: 

   Xét a = 1 rõ ràng 11limlim 
 n

n

n
a  

   Xét a > 1, áp dụng công thức nhị thức Newton 

            

      

   











1

0

0

111

111

k

nknk
n

n

k

knk
n

nnnn

anaCa

aCaaa

 

             *n    thì 1lim
1

10 





n

n
n

n a
n

a
a   

  Xét 0 < a < 1 1
1

lim1
1




n
n aa

,   mà 

1

1












 nn

a
a  nên 1lim 



n

n
a  

   Kết luận * n

n
a ,  lim a 1


   . 

Ví dụ 1.17:   Tính 
n

*

n

a
lim , a 1,  

n
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Giải: 

    Vì 1
1

a  nên *h    để ha  1
1

 , áp dụng công thức nhị thức Niutơn ( Newton) 

    n \ 0,1  ta có 

         22

0

1

2

)1(

2

)1(
1 h

nn
h

nn
nhhCa

n

k

kk
n

n



















  

       



























 n

a

h
n

n

a

n

n

n


1

2

1

lim
2

1
 

        Suy ra    
 
































 









 n

a

n

a

n

a

n

a n

n

n
nn

lim

1

. 

       Áp dụng nguyên lí kẹp dễ dàng ta thấy được kết quả vẫn đúng  . Kết quả trên 
chứng tỏ rằng hàm mũ tăng nhanh hơn hàm luỹ thừa. 

Ví dụ 1.18:  Tinh 
n

n

a
lim ,  a

n!
  

Giải: 

   Đặt 0 0( ) 1,  n E a n n     sẽ có: 

     

0
!

lim

...
2

.
1

...
1

...
2

.
1! 000































 n

a

n

a

n

aaa

n

a

n

a

n

aaa

n

a

n

n

n

n


 

    Với kết quả này, người ta nói rằng giai thừa tăng nhanh hơn hàm số mũ. 

1.3.3. Tính  đơn điệu của dãy số 

A. Dãy đơn điệu  

1.  Dãy  nu tăng nếu n n 1( n   u u )    . Dãy  nu tăng ngặt nếu n n 1( n  u u )    . 

2.  Dãy  nu giảm nếu n n 1( n   u u )    . Dãy  nu giảm ngặt nếu n n 1( n   u u )      

3.  Dãy  nu  đơn điệu nếu nó tăng hoặc giảm. 

4.  Dãy  nu  đơn điệu ngặt nếu nó tăng ngặt hoặc giảm ngặt 

Định lí 1.2: 

         1.  Mọi dãy tăng và bị chặn trên thì hội tụ. 

         2.  Mọi dãy giảm và bị chặn dưới thì hội tụ. 
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Chứng minh: 

 1.   nu  bị chặn trên nên tồn tại Sup( ) :  ( 0) (nl u n      


 llul n ) 

 Vì  dãy tăng do đó ( )n nn n l u l u l             , 

  Vậy n n
n
lim u l Sup(u ),  n


   . 

 2.   Áp  dụng kết quả phần trên đối với dãy  nu . 

Định lí 1.3:  

 1.  Dãy  nu  tăng và không bị chặn trên thì dần đến  . 

 2.  Dãy  nu  giảm và không bị chặn dưới  thì dần đến  . 

Chứng minh: 

 1.   nu  không bị chặn trên : 0( 0) (A n     Aun 
0

) 

      Vì  nu  tăng nên (
00 ),  limn n n

n
n n u u A u


       . 

 2.  Áp dụng kết quả 1. với dãy  nu  

Chú ý 

 a.  Nếu  nu  tăng thì  nu  hoặc hội tụ hoặc 
 n

n
ulim . 

 b.  Nếu  nu  tăng và hội tụ đến a thì na Sup(u ),  n   và n( n  u a)    . 

 c.  Nếu  nu  tăng thì dãy bị chặn dưới bởi u0. 

Ví dụ 1.19:  Chứng minh rằng dãy   1n

n
k i

u
n k

 
   
 hội tụ 

Giải:     *n   có  

                        

1
1

1

0
)22)(12(

1

1

1

22

1

12

1
1




















n
nu

nnnnn
uu

n

nn

 

   Vậy  nu  tăng và bị chặn trên nên nó hội tụ. 

Ví dụ 1.20:  Tìm giới hạn của dãy số cho dưới dạng ẩn sau: 

   
2

1
1

1

5
,  5

2
n

n
n

x
x x

x





   

Giải:  Trước hết dùng qui nạp chứng minh nxn    0  

           51 x , bất đẳng thức đúng với 1n   

Giả sử 0kx  ta sẽ chứng minh 01 kx  
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Thật vậy  0
2

5 2

1 



k

k
k x

x
x  ( do tử số và mẫu số đều dương). Chứng tỏ nxn      0  

Mặt khác, dựa vào bất đẳng thức Côsi (Cauchy) thì            

                   nx
x

x n

n

n  


   ,5)
5

(
2

1
1

1

 

Suy ra   52 nx  hay  
n

n x
x

5
 . Cộng vào các vế với nx  ta có: 

                   n

n

n x
x

x 
5

2  hay  122  nn xx  

Chứng tỏ dãy  nx  đơn điệu giảm.  

Kết hợp hai kết quả trên suy ra lim 5nn
x a


   

Vì 
1

2

1

2

5






n

n
n x

x
x  nên 

1

2

1

2

5
limlim










n

n

nnn x

x
x . Từ đó ta có 

a

a
a

2

5 2
   và 5a  

Giải phương trình đối với a  ta sẽ tìm được 5a . 

Ví dụ 1.21:   Cho 2 dãy  nu ,  nv  thoả mãn các điều kiện : 

                 ,0limlim 
 n

n
n

n
vu   nv  giảm ngặt, l

vv

uu

nn

nn

n










1

1lim  

            Chứng minh  l
v

u

n

n

n



lim : 

Giải :    Từ định nghĩa ta có 1
0 0

1

( 0) ( ) ( )n n

n n

u u
n N n n l

v v
 




        


, 

   Lấy p, n  sao cho p > n > n0 sẽ có: 

      

     

     pppppp

nnnnnn

vvlvulvu

vvlvulvu









111

111





  

   Cộng các vế với vế ta nhận được: 

           pnnnpp vvvluvlu  ...   

  Cho p  với n cố định và  n > n0  .Vì  nv  giảm ngặt và dần về 0 nên vn > 0, nên  

  nhận được bất đẳng thức 

     nnn vlvu  , hay  l
v

u

n

n  nghĩa là  l
v

u

n

n

n



lim  
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B. Dãy kề nhau 

 Hai dãy  nu ,  nv gọi là kề nhau khi và chỉ khi  nu tăng,  nv giảm đồng thời    

                                           0)(lim 
 nn

n
uv  

Định lí 1.4:  Hai dãy kề nhau thì hội tụ và có chung một giới hạn l , ngoài ra 

                                       1 1n n n nu u l v v        

 

Chứng minh: 

         n  , Ta đặt  nwn n nw v u   giảm vì  wn+1-wn = (vn+1 – un+1) - (vn – un)    

                                                                                               = (vn+1 – vn) - (un+1 – un)  0 

   nw  giảm và hội tụ về 0 ( giả thiết ) 0 nw  n hay un    vn. 

  Chứng tỏ  nu tăng và bị chặn trên bởi v0, còn  nv giảm và bị chặn dưới bởi u0 

  Ta suy ra  1 2lim ,  limn n
n n

u l v l
 

   

  Vì llluv nn
n


 210)(lim  

 Theo chú ý thứ hai ở Mục 1.3.3 suy ra 1 1n n n nu u l v v        

Ví dụ 1.22:  Chứng minh rằng   1
1

n

ne
n

      
   

 hội tụ. 

Giải: 

 Trước hết chúng ta sẽ chỉ ra  ne tăng. Thật vậy, theo công thức nhị thức Newton sẽ có 
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n
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n
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Suy ra  

 

Nhận xét : en+1  nhiều hơn en một số hạng dương và từ số hạng thứ 3 trở đi mọi số hạng 

của en nhỏ hơn số hạng tương ứng của en+1 (vì  
1

1
1

1
1




nn
) . Suy ra en+1 > en. 

Ngoài ra  
12 2

1

2

1

2

1
2

!

1

!3

1

!2

1
2 

nn n
e  , 

)
1

1()
1

1
1(

)!1(

1
)

1

1
1()

1

1
1(

!

1
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1

1
1(

!2

1
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1
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1
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 Như vậy     

1
22 3,

1
1

2

ne n   


. Dãy tăng và bị chặn trên nên hội tụ. 

 Gọi giới hạn của  ne là số e :    
1

lim 1 ,  e 0.
n

n
e

n

    
 

.                              (2.13)                                                

Sau đây người ta hay dùng số e làm cơ số của logarit, được kí hiệu là ln x ( đọc là 
lôgarit tự nhiên của x, hay lôgarit Nêpe của x )       

   Dưới đây ta sẽ chứng minh e  là số vô tỉ. 

Ví dụ 1.23: Chứng minh rằng dãy 'ne với '

0

1

!

n

n
k

e
k

  hội tụ về e 

Giải: 

*n  , đặt  
!.

1'

nn
ev nn  . rõ ràng dãy 'ne tăng ngặt và   0

!.

1
limlim ' 

 nn
ev

n
nn

n
 

Mặt khác ta có:  

)!1)(1(

1

!.

1

)!1)(1(

1

)!1(

1

!..

1

)!1)(1(

1''
11













 

nnnnnnnn

nnnn
eevv nnnn

 

  nv  giảm ngặt. Trước hết ta chứng minh e  bằng phương pháp phản chứng: 

 Thật vậy, nếu 





n

k
n k

e
0 !

1
lim  mà e  tức là *p

e ,  p,q
q

  , ta sẽ có: 

             

q
' *
q

k 0

'
q q

1 1 1 a
e 2 , a

k! 2! q! q!

a p a 1
e e v

q! q q! q.q!



      

     

  

 

Hay a < p (q-1)! < a + 1
1

 a
q

. Điều này mâu thuẫn vì   , ( 1), 1a p q a  *3 . 

Sau đây ta sẽ chứng minh 





n

k
n

e
k0 !

1
lim : Rõ ràng khi k cố định và n > k thì 

         )
1

1()
1

1(
!

1
)

2
1)(

1
1(

!3

1
)

1
1(

!2

1
2

n

k

nknnn
en


   

Cho n   suy ra '
!

1

!3

1

!2

1
2 ke

k
e    

Như vậy nn eee  ' .Theo định lí kẹp suy ra '
n

n
e e


 . 

Hệ quả: (Định lí về các đoạn lồng nhau) 

  Cho hai dãy  na ,  nb  thoả mãn các điều kiện: 
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        1 1( ) ( ) ( , , )n n n n n nn a b a b a b      và 0)(lim 
 nn

n
ab  

  Khi đó tồn tại duy nhất số l  sao cho    ,n n
n

a b l





 

Chứng minh: 

 

  Hai dãy  na ,  nb  thoả mãn các điều kiện đã cho chính là hai dãy kề nhau nên cùng hội 

tụ về l  và n  có  1 1n n n na a l b b     ( định lí 1.4 ). Vậy ta có     ,n n
n

a b l





 

1.3.4. Dãy con 

Cho  nu , từ các phần tử của nó lập một dãy mới  
knu với n1 < n2 < ...< nk < .... 

Người ta gọi dãy mới  
knu  là một dãy con của   nu . 

         Ta xét thấy 

  2nu ,  2 1nu  và  2n
u  là các dãy con của  nu . Tuy nhiên  2n n

u


không phải là dãy 

con của  nu  vì số hạng u0 xuất hiện 2 lần ứng với n = 0, n = 1 

Định lí 1.5: Nếu   nu  hội tụ về a  thì mọi dãy con của nó cũng hội tụ về a 

Chứng minh: 

             nu  hội tụ về a  tức là   0 0( 0) ( ) ( )nn n n u a          

Ta lấy bất kì   
knu  là một dãy con của   nu . Vì kn  khi k , nên   

0 0 0( ) ( ) ( )
kk nk k k n n u a         suy ra au

kn
k




lim . 

Chú ý: 

a.  Nếu lim n
n

u


   thì 
 kn

k
ulim  

b.  Từ định lí trên, chúng ta nhận được điều kiện đủ cho dãy số phân kì: Nếu tồn tại 

hai dãy con hội tụ về hai số khác nhau thì dãy số phân kì. Chẳng hạn,   1
n

  phân kì vì có 

dãy con     2
1

n
  hội tụ về 1 và dãy con khác   2 1

1
n

  hội tụ về  -1 

Hệ quả:  Để  nu  hội tụ đến l  cần và đủ là hai dãy con  2nu  và  2 1nu   cùng hội tụ đến l . 

Chứng minh:  

Điều kiện cần suy từ định lí 1.5 

Bây giờ ta chứng minh điều kiện đủ:  

   1 2 1 2( 0) ( , ) ( )pn n p n u l          2 2 1( )pp n u l                                                       

Đặt n0 = Max(2n1, 2n2+1) lấy n  sao cho n = 2p hoặc n = 2p + 1 
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Trường hợp n = 2p  lulunp pn 21 . 

Trường hợp n = 2p + 1   lulunp pn 122 . 

Trong mọi trường hợp có lulu n
n

n 


lim . 

Định lí 1.6: (Định lí Bônzanô – Vâyơxtrase),(Bolzano -Weierstrass): 

                  Từ mọi dãy  nu  bị chặn đều có thể lấy ra một dãy con hội tụ 

Chứng minh: Dùng phương pháp chia đôi để chứng minh định lí trên. 

Ta sẽ xây dựng bằng qui nạp hai dãy thực  na ,  nb  kề nhau và một dãy con  
knu ,  

                         trong đó  
kn n nu a ,b ,  k    

 Vì  nu bị chặn nên tồn tại a0, b0 sao cho n   có 00 bua n  , rõ ràng   

                                        
kn 0 0u a ,b ,  k    

Cho ngiả sử   2
0 0a , b   sao cho nn ba  .Tập   

kn n nu a ,b ,  k   là vô hạn và       

                                       )(
2

1
00 abab

nnn   

 Xét điểm giữa 
2

nn ba 
 của  nn ba , , rõ ràng ít nhất một trong hai khoảng chứa 

knu  là 

vô hạn. Do đó tồn tại (an+1,bn+1) 2  sao cho 11   nn ba . Tập   
kn n 1 n 1u a ,b ,  k    là   

vô hạn và )(
2

1
)(

2

1
00111 ababab

nnnnn    

Rõ ràng các đoạn [an,bn] lồng nhau. Vậy n  tồn tại l  sao cho nnn ablu
k

   

Vì luab
kn

k
nn

n



lim0)(lim  

1.3.5. Nguyên lí Cauchy 

Dưới đây chúng ta chỉ đưa ra mà không chứng minh điều kiện cần và đủ cho sự hội tụ 
của dãy số, gọi là nguyên lí Cô si (nguyên lí mang tên nhà toán học Cauchy người Pháp) 

Định lí 1.7 :   Để dãy  nu  hội tụ cần và đủ là 

               0 0 0 n m( 0) ( n ) ( n n ) (  m n ) ( u u )             

Ví dụ 1.24:  Chứng minh rằng mọi dãy  nu tuần hoàn và hội tụ là dãy hằng (dãy dừng) 

Giải:  

    nu  tuần hoàn nên *
n T n( T ) ( n  u u )         

Lấy 0(n ) ( k    
0 0

)n kT nu u   
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0n kTu   là một dãy con và là dãy dừng nên 

00
lim nkTn
k

uu 
 

   Vì  nu hội tụ 
0

lim nn
n

uu 


vì n0 bất kì vậy    
0

,  n nu u n   

   Vậy dãy  nu là dãy hằng.. 

Ví dụ 1.25:  Cho dãy  nu  thoả mãn điều kiện:  *( ,  0 )m n

m n
m n u

mn


      

           Chứng minh  0lim 
 n

n
u  

Giải:  

     n   có   2 2 12

2 2 1
0 0 khi , 0 0 khi 

( 1)n n

n n
u n u n

n n n


       


               

     Từ hệ quả của định lí 1.5 suy ra  0lim 
 n

n
u . 

TÓM TẮT NỘI DUNG CHƯƠNG I 

  Tính chất của tập số thực 
Tính chất 1: Tập   là một trường giao hoán với hai phép cộng và nhân: ( , + , .). 

Tính chất 2: Tập   được xếp thứ tự toàn phần. Ngoài ra tập các số thực dương có tính đóng  

                    kín, nghĩa là: 

 1.   , ,  a b a b    hoặc ba   hoặc ba  .   

 2.   , , ,  ,  , ,  ,  a b c a b a c b c a b c a b ac bc                

 3.   * * *,  ,  a b a b ab           

Tính chất 3: Tập   là một tập đầy. 

  Mọi tập con X không rỗng của  bị chặn trên trong  đều có một cận trên đúng  

  thuộc   và mọi tập con không rỗng X của  bị chặn dưới trong  đều có một cận  

  duới đúng thuộc  . 

  Định nghĩa và các dạng số phức                                                                

   Cho   2,x y  , một số biểu diễn dưới dạng z = x + iy, trong đó 12 i   được gọi là  

một số phức. Tập các số phức kí hiệu là  . 

   Gọi môđun của z, được kí hiệu là z  xác định bởi số thực không âm 

                         022  ryxz  

   Gọi Acgumen của z , được kí hiệu là Argz xác định bởi số thực                               

                         Argz =  ; ;cos
x

z
 
  


  và  







z

ysin  ,    với 0z  

             1.  z = x + iy gọi là dạng chính tắc hay dạng đại số của số phức z.                        
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  2.  z =   sincos ir   gọi là dạng lượng giác của số phức z.                         

  Các phép toán trên tập   

A. Phép so sánh bằng nhau 

      1 24
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

, , , ,  
x x

x y x y x iy x iy
y y


       

                                       

          

                  1 2
1 1 1 2 2 2

1 2

os sin os sin
2

r r
r c i r c i

k
   

  


      
                        

B. Phép lấy liên hợp 

                 z x iy    z x iy  .  

                               os sin os sinz r c i z r c i                                          

 C. Phép lấy số phức đối 

                   z x iy       ( )z x iy                                                                     

                                os sin ( ) os( ) sin( )z r c i z r c i                              

 D. Phép cộng, phép trừ  

 1 1 1 2 2 2,  z x iy z x iy      1 2z z = 1 2 1 2( ) ( )x x i y y   ,                                            

  1 1 1 2 2 2,  z x iy z x iy      1 2z z = 1 2 1 2( ) ( )x x i y y   ,                                                

 E. Phép nhân, phép chia 

  1 1 1 2 2 2,  z x iy z x iy      1 2z z = 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )x x y y i x y x y   ,                                              

     1 1 1 1 2 2 2 2os sin ,  os sinz r c i z r c i                                 

   1 2 1 2 1 2 1 2os( ) sin( ) .z z r r c i                                              

           1 1 1 2 2 2,  z x iy z x iy     1
2 1

2

.
z

z z
z

  :      

 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2

2 2 22 2 2

( ) ( )z z z z z x x y y i x y y x

z x yz z z

  
  


,                                      

    1 1 1 1 2 2 2 2os sin ,  os sinz r c i z r c i                             

             1
1 2 1 2 1 2

2

os( ) sin( ) .
z

r r c i
z

                                            

F. Phép luỹ thừa, công thức Moavrờ ( Moivre) 

  Cho số phức  cos sin ,  z r i k      

                        kikrz kk sincos                                                          .    

G. Phép khai căn bậc n của *z . 
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  Cho  *n ,  z r cos isin    . Gọi *  là căn bậc n của z, được kí hiệu n z , xác   

định như sau:                     zn    

  Nếu gọi    và  = Arg   

 

                
2

n r

n k


 

 

  

 hay là 
1
nr   và =

n

k 2
                                                                                                                             

                                                                                        ( 0,1,2,3,..., 1)k n                                                                           

 Số phức 0z   có đúng n căn bậc n của nó,  đó là các số phức có dạng: 

               1,...,2,1,0
2

sin
2

cos
1







 




 nk
n

k
i

n

k
r n              

  Sự hội tụ, sự phân kì của dãy số  

1. Dãy  nu được goi là hội tụ về a  nếu : 

        0 0 n( 0) ( n ) ( n ) (n n u a )            , suy ra  nu a  hội tụ về 0. 

2. Dãy  nu nhận + làm giới hạn nếu 

        0 0 n( A 0) ( n ) ( n n u A)         

3. Dãy  nu nhận  -  làm giới hạn nếu 

        0 0 n( B 0) ( n ) ( n n u B)          .    

   Khi dãy có giới hạn là + hoặc - cũng được gọi là phân kỳ.  

    Dãy số bị chặn 

1.  Nói rằng  nu  bị chặn trên bởi số A  nếu  nn ,  u A      . 

2.  Nói rằng  nu  bị chặn dưới bởi số B  nếu nn ,  u B      . 

3.  Nói rằng  nu  là bị chặn nếu tồn tại M   sao cho  nn ,  u M   . 

  Tính chất của dãy hội tụ 

A. Tính duy nhất của giới hạn 

             Dãy  nu  hội tụ về a thì a là duy nhất  

B.Tính bị chặn 

1.  Dãy  nu  hội tụ thì bị chặn trong tập  . 

2. Dãy  nu  tiến đến +  thì bị chặn dưới trong tập  . 

3.  Dãy  nu tiến đến -  thì bị chặn trên trong tập  . 

C. Tính chất đại số của dãy hội tụ 

 



Chương 1:  Giới hạn của dãy số 

 37

 

 1. auau n
n

n
n




limlim . 

 2. 0lim0lim 
 n

n
n

n
uu . 

 3.  bavubvau nn
n

n
n

n
n




)(limlim,lim . 

 4. auau n
n

n
n

 


limlim ,  là hằng số . 

 5. ,0lim 
 n

n
u  (vn) bị chặn 0)(lim 

 nn
n

vu . 

 6. abvubvau nn
n

n
n

n
n




)(limlim,lim .  

          7. 
b

a

v

u
bvau

n

n

n
n

n
n

n



lim0lim,lim .  

D. Tính chất về thứ tự và nguyên lý kẹp 

 1.  Giả sử  ),(lim balun
n




. Khi đó 0 0( ) ( )nn n n a u b      . 

 2.  Giả sử lun
n




lim  và 0 0( , ) (n n n   ).na u b    Khi đó bla  . 

 3.  Giả sử 3 dãy      n,  ,  wn nu v  thoả mãn: 

         0 0( ) ( )n n nn n n u v w      và awu n
n

n
n




limlim . Khi đó avn
n




lim . 

           4.  Giả sử 0nn   mà nn vu   và 
 n

n
ulim  khi đó 

 n
n

vlim . 

  Tính đơn điệu của dãy số 

1.  Mọi dãy tăng và bị chặn trên thì hội tụ. 

  2.  Mọi dãy giảm và bị chặn dưới thì hội tụ. 

  3.  Dãy  nu  tăng và không bị chặn trên thì dần đến  . 

  4.  Dãy  nu  giảm và không bị chặn dưới  thì dần đến  . 

    Dãy kề nhau 

  Hai dãy  nu ,  nv gọi là kề nhau khi và chỉ khi  nu tăng,  nv giảm đồng thời    

                                           0)(lim 
 nn

n
uv  

           Hai dãy kề nhau thì hội tụ và có chung một giới hạn l , ngoài ra 

                                       1 1n n n nu u l v v     .   

           (Định lí về các đoạn lồng nhau) 

  Cho hai dãy  na ,  nb  thoả mãn các điều kiện: 

              1 1( ) ( ) ( , , )n n n n n nn a b a b a b      và 0)(lim 
 nn

n
ab  

  Khi đó tồn tại duy nhất số l  sao cho    ,n n
n

a b l





. 
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   Dãy con 

           1. Nếu   nu  hội tụ về a  thì mọi dãy con của nó cũng hội tụ về a. 

           2. Để  nu  hội tụ đến l  cần và đủ là hai dãy con  2nu  và  2 1nu   cùng hội tụ đến l . 

           3. (Định lí Bônzanô – Vâyơxtrase),(Bolzano -Weierstrass): 

               Từ mọi dãy  nu  bị chặn đều có thể lấy ra một dãy con hội tụ.   

:           4. ( Nguyên lí Côsi ) Để dãy  nu  hội tụ cần và đủ là 

               0 0 0 n m( 0) ( n ) ( n n ) (  m n ) ( u u )             
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BÀI TẬP CHƯƠNG I 

SỐ THỰC 

1.1. Chứng minh rằng 3  là số vô tỉ. 

1.2. Giải các phương trình sau với 3(x, y, z) . 

      a.   3x2 + y2 +z2 = 2x(y + z).            b.   3x2 + 4y2 +18z2 - 4xy - 12xz = 0  .   

1.3. Tìm cận trên đúng, cận dưới đúng (nếu tồn tại) của tập E sau đây trên                   

                                         
n

2 *1 ( 1)
E { n ,    n }

n

 
   . 

1.4. Bằng định nghĩa hãy chứng minh sự hội tụ của các dãy cho bởi phần tư tổng quát tương   

       ứng và tìm giới hạn của chúng 

      a.   
1


n

n
un  ,    b.  

1n4

1n
u n 


 , 

      c.   
13

2




n

n
un ,               d.  

n

n

n 4

)3(3
u


 . 

1.5. Tìm giới hạn của các dãy cho bởi phần tử tổng quát dưới đây 

      a.  12  nnxn , .  b.  ( )nx n n a n   , 

      c.  3 31nx n n   ,    d.  3 31nx n n   .  

1.6. Chứng minh sự hội tụ và xác định giới hạn của các dãy sau cho bởi phần tử tổng quát   

       tương ứng    

      a.   
 

n

k kk1 )1(

1
 ,        b.   













n

k

n

k

k

k

0

0

)32(

)13(
,         c.   n nsin3  . 

1.7.   Cho 3(a,b,c)  và  b2 - 4ac  <  0 ,    ,  n nu v  là hai dãy số thực thoả mãn điều kiện: 

                           

                                
n

lim (aun
2 + bunvn + cvn

2 ) = 0 

        Chứng minh 0limlim 
 nnnn

vu . 

1.8.  Cho dãy  nx với xn = xn-1 + 
1nx

1



 ,  x0 = 1. 

       a.  Chứng minh  nx  không có giới hạn hữu hạn. 

       b.  Chứng minh 
 nn

xlim . 
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1.9.  Cho dãy  nx  với 
n

n
n b

a
x   trong đó  an = 2an-1 + 3bn-1,   bn = an-1 + 2bn-1 , a0 > 0,  b0 > 0     

       a.  Chứng tỏ rằng an > 0,  bn > 0 ,  n  . 

       b.  Biểu diễn xn+1 qua xn.. 

       c.  Tính xn+1 - xn và chứng tỏ rằng  nx  đơn điệu. Hãy tìm 
n

limxn. 

1.10. Chứng tỏ rằng các dãy số sau có giới hạn hữu hạn 

       a.  
22n n

1

2

1
1x   ,         b.  

!n

1

!2

1
x n   . 

1.11. Chứng tỏ các dãy số sau có giới hạn là +  

       a.  
n

1

2

1
1x n   ,.  

       b. 
n

1n
log

2

3
log

1

2
logx aaan


   ,  a > 1. 

1.12. Tìm giới hạn của dãy sau: 

       a.  1
x

2
x

1n

n 


,   x0 = 1,       b.  1nn x1x  ,  x0 = 3 . 

       c.  xn(3 + xn-1) + 1 = 0,  x0 = 1,    d.  1nn xax  ,  (n > 1),  x1 = a  , a >0. 

       e. 
2

xx
x 1nn

1n





 ,   x1 = 0,  x2 = 1,    f.  

2

x

2

1
x

2

1n
n

 ,   x1 = 
2

1
. 

       g.  
1n

2

1n
n x2

x5
x




 ,  x1 > 5. 

1.13.  Chứng minh rằng một dãy đơn điệu có giới hạn nếu nó có một dãy con có giới hạn. 

1.14.  Chứng minh rằng nếu ba dãy con  2 ,nx  2 1nx   và  3nx  hội tụ thì dãy  nx  hội tụ. 

          Có thể thay số 2 bởi số tự nhiên k >2 được không?. 

1.15.  Nếu ax n  (hữu hạn hay vô hạn) thì có thể nói gì về 
n

1n

n x

x
lim 


. 

SỐ PHỨC 

1.16. Cho các tập E, F, G, H 2 , xác định bởi các hệ thức sau: 

          E:        
22

22

yx

x
yx


 .     F:    3

yx

y
xy2

22



 . 

          G:        x3 - 3xy2 + 3y  = 1.   H:    3x2y - 3x - y3 = 0. 

          Chứng minh E  F = G H. 



Chương 1:  Giới hạn của dãy số 

 41

 

1.17.  Có tồn tại ( 2
1 2z , z )  để thoả mãn các điều kiện dưới đây không? 

       z1 + z2  = 1 ,  z1
2 + z2

2  = 2 ,  z1
3 + z2

3  = 3. 

1.18.  Tìm tất cả các 3(x, y, z)  sao cho x, y, z khác nhau từng đôi và thỏa mãn: 

  ( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 2 .x x yz y y xz z z x        y 

1.19.  Giải hệ phương trình với ẩn 3(x, y, z)  

                     xy = z ,  yz = x ,  zx = y. 

1.20.  Cho ánh xạ   f:        thoả mãn 

          2

x ,  f (x) x

(z, z ') ,   
f(z z') f(z) f(z')
f (zz ') f (z).f (z ')

  


   


  





   

        Chứng minh 
f (z) z,    z           

f (z) z,   z           

  

  




 

1.21.  Giải phương trình với ẩn số   z :  2z + 6 i23z   

1.22.  Xác định tập các số phức z  sao cho  z = r0 z   ,  r0  

1.23.  Cho (a,b,c) 3  thoả mãn  1ccbbaa   và a + b + c = 0. Chứng minh a3 = b3 = c3 

1.24.  Chứng minh 2(z, z ')   

       a.     )'zz(2'zz'zz
2222

   (Hằng đẳng thức hình bình hành). 

       b.     )'z1)(z1('zz1'zz
2222

 . 

       c.     )'z1)(z1('zz1'zz
2222

 . 

       d.     )'zizi'zizi'zz'zz(
4

1
'zz

2222

 . 

1.25.  Xác định tập hợp các điểm M có toạ vị z thoả mãn điều kiện: 

      

           a.    1z2z  .             b.    
2z

i
z i




 .        

1.26. Tính    2zzSup 3

1z




 

1.27.  Cho a , (x,y) 2 . Tìm nghiệm của hệ 

    






0)yasin()xasin(asin

0)yacos()xacos(acos
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1.28. Giải các phương trình sau trên tập số phức: 

     

       a.   z2 - 2zcos  +1 = 0  ,   . 

       b.   z3 +  (1 -  2i)z2 + (1 - i)z  - 2i = 0, biết rằng phương trình có một nghiệm thuần ảo. 

 

1.29.  Giải các hệ phương trình với ẩn số (x,y,z) 3  

      a.      








399)yx)(yx(

819)yx)(yx(
33

33

                     b.     














2

2

2

xz

zy

yx

   

1.30.  Chứng minh với   

       a.     






itgn1

itgn1
)

itg1

itg1
( n








. 

       b.      zm + z-m = 2cosm    nếu  cos2
z

1
z  . 

1.31.  Cho (n,x) *   , tính tổng   S = 


n

0k

3 kxcos . 

1.32.  Với (n, x) ( \2 )      tính các tổng: 

       a.    



n

nk

ikx

n e)x(A   .                    b.      



n

0k
kn )x(A)x(B . 
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CHƯƠNG II.  HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ 

Mọi vật xung quanh ta hầu như đều biến đổi theo thời gian. Chúng  ta có thể nhận thấy 
điều đó qua sự chuyển động cơ học của các vật thể: ô tô, máy bay; sự thay đổi của các đại 
lượng vật lý: nhiệt độ, tốc độ, gia tốc; sự biến động kinh tế trong một xã hội: Giá cổ phiếu, lãi 
suất tiết kiệm,.... Tất cả các đối tượng đó được gán một tên chung là đại lượng hay hàm số, nó 
phụ thuộc vào đối số nào đó, chẳng hạn là thời gian. Xem xét hàm số tức là quan tâm đến giá 
trị, tính chất và biến thiên của nó. Việc đó đặt ra như một nhu cầu khách quan của con người 
và xã hội.  

Những nội dung chính của chương này gồm: Các hàm số sơ cấp cơ bản ( chú ý định tính 
và định lượng ); khái niệm giới hạn của hàm số, đặc biệt các giới hạn cơ bản; đại lượng vô 
cùng bé, đại lượng vô cùng lớn và các ứng dụng của chúng; khái niệm về sự liên tục của hàm 
số. 

2.1. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN VỀ HÀM SỐ 

2.1.1. Các định nghĩa cơ bản  

A. Định nghĩa hàm số 

Cho X là tập con không rỗng của  . Một ánh xạ f  từ X vào   được gọi là hàm số của 

 một biến số 

                                          
:

    ( )

f X

x f x





 

X gọi là tập xác định của f , )(Xf  gọi là tập giá trị của f . Người ta thường ký hiệu 

hàm số trong dạng đơn giản dưới đây  

                                       Xxxfy    ),(  , x gọi là đối số, y gọi là hàm số. 

B. Hàm số chẵn, hàm số lẻ 

Cho tập X nhận O làm tâm đối xứng, tức là  ,  x X x X         

Hàm số f (x) được gọi là hàm số chẵn khi và chỉ khi  ( ) ( )f x f x   . 

Hàm số f (x) được gọi là hàm số lẻ khi và chỉ khi  ( ) ( ).f x f x    

C. Hàm số tuần hoàn 

 Hàm số f (x) được gọi là tuần hoàn trên X nếu tồn tại *   sao cho Xx   thì 

                x + X  và f (x + ) = f (x). 

 Số T dương bé nhất trong các số   gọi là chu kì của hàm số tuần hoàn f(x). 

 D. Hàm số đơn điệu 

Cho f (x) với  .Xx   
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1.  Người ta nói rằng f (x) là hàm số tăng nếu:     

                            1 2 1 2 1 2( ,  ) ( ( ) ( ))x x X x x f x f x      

         và f (x) tăng ngặt nếu:  1 2 1 2 1 2( ,  ) ( ( ) ( ))x x X x x f x f x     . 

2. Người ta nói rằng f (x) là hàm số giảm nếu: 

                            1 2 1 2 1 2( ,  ) ( ( ) ( ))x x X x x f x f x     . 

                   và f (x) giảm ngặt nếu: 1 2 1 2 1 2( ,  ) ( ( ) ( ))x x X x x f x f x     . 

            3.  Người ta nói rằng f (x) là hàm số đơn điệu nếu nó tăng hoặc giảm và f (x) đơn điệu   

ngặt nếu nó tăng ngặt hoặc giảm ngặt. 

E. Hàm số bị chặn 

  1. Hàm số f (x) bị chặn trên trong X nếu tồn tại số A sao cho: (  ( ) )x X f x A    .                            

  2. Hàm số f (x) bị chặn dưới trong X nếu tồn tại số B sao cho: (  ( ) )x X f x B    .     

           3. Hàm số f (x) bị chặn trong X nếu tồn tại các số A, B sao cho  

                                                (  ( ) )x X B f x A     .                       

Hệ quả:  Nếu A là số chặn trên của f (x) trong X thì 
X

Supf (x) Sup{f (x), x X} A                                                                                                   

     Nếu B là số chặn dưới của f (x) trong X thì 
X

Inf f (x) Inf{f (x),  x X} B                             

F. Hàm số hợp 

   Cho f : X   và g:  Y   với YXf )( . Người ta gọi ánh xạ 

                                                  0 :  

         ( ( ))

g f X

x g f x






 

             là hàm số hợp của hai hàm f  và g và thường kí hiệu   y g f x , x X  

Định lí 2.1:  

1.  Nếu , :f g X   bị chặn trên thì f  + g  cũng bị chặn trên đồng thời 

                      
X X X

Sup(f (x) g(x)) Sup f (x) Supg(x)    

2. Nếu , :f g X   bị chặn trên và không âm thì f g  bị chặn trên đồng thời 

                      
X X X

Sup(f (x).g(x)) Supf (x).Sup g(x)  

3.  Nếu :f X   bị chặn trên và *  thì f bị chặn trên đồng thời 

                      
X X

Sup .f (x) Sup f (x)    

4.  Để :f X   bị chặn dưới, điều kiện cần và đủ là - f  bị chặn trên và khi đó 

                       
X X

Inf f (x) Sup( f (x))    

Chứng minh:  
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1. Rõ ràng  
X X

f (x) g(x) Supf (x) Supg(x)    chứng tỏ f (x) + g (x) bị chặn trên. 

    Theo hệ quả suy ra    
X X X

Sup(f (x) g(x)) Sup f (x) Supg(x)     

2. 
X X

           ( x X  0 f (x) Sup f (x),0 g(x) Supg(x))            

                
X X

( x X  0 f (x)g(x) Sup f (x)Sup g(x))      

    Theo hệ quả suy ra. 
X X X

Sup(f (x).g(x)) Sup f (x).Sup g(x)  

3.  Coi   như hàm hằng. ta áp dụng 2. sẽ có  
X X

Sup f (x) .Supf (x)    

    Với  = 0. Đẳng thức cần chứng minh là hiển nhiên 

    Với  > 0. ta áp dụng bất đẳng thức trên ứng với hằng số 

1

 và hàm số )(xf  

                       X X X X

X X

1 1
Sup( . f (x)) Sup f (x)      Sup f (x) Supf (x)

     Sup f (x) Supf (x)

      
 

   
 

4.  Giả sử )(xf bị chặn dưới, ta đặt 
X

m Inf f (x) f (x) ( x X f (x) m).          

    Vậy )(xf bị chặn trên và rõ ràng 
XX

Sup( f (x)) Inf f (x).    

    Mặt khác 
XX X X

f (x) Sup( f (x)) f (x) Sup( f (x)) Inf  f (x) Sup( f (x))                

   Sau khi so sánh hai bất đẳng thức suy ra 
X X

Inf f (x) Sup( f (x)).    

    Phần đảo được chứng minh tương tự. 

G. Hàm số ngược 

   Cho song ánh  :  ,   ,  f X Y X Y   

   Ánh xạ ngược 1 :  f Y X   được gọi là hàm số ngược của f  

                                    )(1 yfxy   

   Thông thường đối số được kí hiệu là x, hàm số kí hiệu là y. Vì vậy hàm ngược của   

  )(xfy  là hàm số )(1 xfy  . Vì thế trên cùng mặt phẳng toạ độ Oxy, đồ thị của hai   

   hàm số f  và 1f  là đối xứng nhau qua đường phân giác của góc phần tư thứ I và III. 

Ví dụ 2.1:   Cho , :  f g    thoả  mãn:  , ,  ( ( ) ( ))( ( ) ( )) 0x y f x f y g x g y     . 

          Chứng minh rằng ít nhất một trong hai hàm số là hằng số. 

Giải: 

Giả sử ,a b  và )()( bfaf   ta sẽ chỉ ra )(xg  là hằng số. Trước hết có các hệ thức 
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( ( ) ( ))( ( ) ( )) 0

:
( ( ) ( ))( ( ) ( )) 0

f a f x g a g x
x

f b f x g b g x

  
     

  

Trừ từng vế và để ý đến g(a) = g(b)  ta suy ra: 

                  )()(0))()())(()(( agxgxgagbfaf  . 

Ví dụ 2.2:  Tìm hàm số )(xf xác định trên   sao cho 3( ) (1 ) 1,  xf x f x x x      . 

Giải:   Giả sử tồn tại )(xf , ta thay x bởi 1 - x  vào hệ thức đã cho sẽ nhận được 

                  32332)()1().1( xxxxfxfx      

Suy ra 222 )1()()1(  xxxfxx       1)( 2  xxxf      

Kiểm tra ta sẽ thấy 1)( 2  xxxf  thoả mãn. 

Ví dụ 2.3: Cho xxf )(  và xxg  1)(  trong [0,1]. Kiểm tra tính ngặt của bất đẳng thức:                             

                              
     

     

0,1 0,1 0,1

0,1 0,1 0,1

Sup( ( ) ( )) Sup ( ) Sup ( )

Sup( ( ) ( )) Sup ( )Sup ( )

f x g x f x g x

f x g x f x g x

  


 

Giải:  

           

2

0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

1
Sup ( ) Sup ( ) 1;   Sup( ( ) ( )) Sup1 1;   Sup ( ( ) ( )) Sup ( )  

4
f x g x f x g x f x g x x x          

         Chứng tỏ tính ngặt của các bất đẳng thức được thoả mãn (do 1
4

1
21  , ). 

2.1.2. Các hàm số thông dụng 

A. Hàm luỹ thừa 

Cho  . Hàm luỹ thừa với số mũ  , được kí hiệu là P , là ánh xạ từ *
  vào  , xác  

định như sau: * ,  ( )x P x x       

Nếu  0 , người ta coi rằng 0)0( P  . Nếu  0 , coi rằng 1)0(0 P  

Đồ thị của )(xP  cho bởi H.2.1 

                                                  y                     

        1        1     

                           10     

                   1  

             0   

            
         0   

                                                       O                 1                                  x 

                 

                                                             H.2.1 
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Chú ý:  Hàm luỹ thừa có thể mở rộng khi miền xác định là  . 

B. Hàm mũ cơ số a 

Xét * \{1}a  . Hàm mũ cơ số a, kí hiệu là xaexp , được gọi là ánh xạ từ   vào *
 , 

xác định như sau:  ,  exp .x
ax x a    Đồ thị của xay   cho bởi H.2.2.                        

 C. Hàm lôgarit cơ số a 

Xét * \{1}a  . Hàm lôgarit cơ số a, kí hiệu là  alog , được gọi là ánh xạ ngược với ánh 

xạ aexp . Như vậy *( , ) :     log y
ax y y x x a        

Đồ thị của hàm số xy alog  cho bởi hình H.2.3.                                                                

                   y                                  y  

          logax,  a>1 

    ax,  a>1 

                        1         

 

                                                                O       1           x   
                                 ax,  0 < a < 
1     

         O            x         logax,  0<a<1 

             H.2.2            H.2.3 

 

Tính chất của hàm số lôgarit 

1.   01log a  

2. *   , ,  x y     
yx

y

x

yxxy

aaa

aaa

logglolog

logloglog




 

                log loga ax x     

3.   *, ,     log log .logb b aa b x a x    

4.   *
1,         log loga

a

x x x     

Chú ý:  Sau này người ta thường lấy cơ số a là số e và gọi là lôgarit Nêpe hay lôgarit tự  

            nhiên của x, kí hiệu y = lnx và suy ra 
a

x
xa ln

ln
log  . 

            Người ta đã tính gần đúng 2,718281828459045e   và 
1

lg 0,434296
ln10

e   . 

D. Các hàm số lượng giác 
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Các hàm số lượng giác: sinx, cosx, tgx, cotgx  đã được xét kỹ trong chương trình phổ 
thông trung học. Dưới đây chúng ta chỉ nhắc lại một số tính chất cơ bản của chúng.  

Tính chất: 

1.  sinx xác định trên  , là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kì T = 2 và bị chặn:                                

                               1 sin 1,x x     . 

2.  cosx xác định trên  , là hàm số chẵn, tuần hoàn với chu kì T = 2 và bị chặn: 

                               1 cos 1,x x     . 

3.  tgx xác định trên  \{ ,
2

k k
   }, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kỳ T  và 

nhận giá trị trên khoảng ),(  . 

4. cotgx xác định trên  \{ ,k k  }, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kỳ T  và 

nhận giá trị trên khoảng ),(  . 

E. Các hàm số lượng giác ngược  

1.  Hàm arcsin là ánh xạ ngược của sin:  1,1
2

,
2








.    

          Người ta kí hiệu là arcsin:   1,1 ,  . 
2 2

      
hay arcsinxy   (đọc là ác sin của x) .  

Vậy ta có:  1,1 ,  ,  ,    arcsin sin
2 2

x y y x x y
            

.   

Chú ý: 

  a.    xxx  )sin(arcsin,1,1 . 

  b.  ( ) arcsin(sin )f x x  là hàm lẻ, tuần hoàn với chu kỳ 2  và cho dưới dạng: 

                      

           khi 0,
2

( )

     khi ,
2

x x

f x

x x



 

       
      

 

Đồ thị của y = arcsinx cho trên hình 2.4 ( đường không liền nét ). 

2.  Hàm arccos là ánh xạ ngược của    cos :  0, 1,1    , được kí hiệu: 

                 arccos :  1,1 0,     hay arccosxy  (đọc là ác cô sin của x)   

                                 1,1 ,  0, ,  arccos cosx y y x x y        .     

  Đồ thị hàm số y = arccosx cho trên hình 2.5 ( đường không liền nét ). 
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                          H.2.4                                                                H.2.5        

                                                                                                                                                                        

Chú ý:  

a.    xxx  )cos(arccos       ,1,1 . 

b.  )arccos(cos)( xxg   là hàm số chẵn tuần hoàn với chu kỳ 2  và  g x x nếu   

       ,0x . 

c.  Vì  
,0arcsin

2






  x  và cos arcsin sin(arcsin )

2
x x x

    
 

 nên ta suy ra      

                                       arccos arcsin ,  1,1
2

x x x


     .                                   (2.1) 

3.  Hàm actang là ánh xạ ngược của tg :  , ,
2 2

    
 

  được kí hiệu       

                     arctg :  ,
2 2

    
 

  hay arctgxy  (đọc là ác tang của x). 

  Vậy ta có ,  , ,   arctg tg
2 2

x y y x x y
          

 
 . 

  Đồ thị của y = arctgx cho trên hình 2.6 ( đường không liền nét ) 

Chú ý: 

a.  ,    tg(arctg )x x x   . 

b.  ( ) arctg(tg )h x x  xác định trên \
2

   
 

  là hàm số lẻ tuần hoàn với chu kỳ  

      và     ,   0,
2

h x x x
    

. 

y 

2


 

arcsinx 

-1 2


  

O 1 
2


 

arccosx   

y 

2


 

1 

  

2


 

   x O 
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4.  Hàm accôtang là ánh xạ ngược của  cotg : (0, )   được kí hiệu:  

                              arccotg :  0,  hay arccotgxy  . 

Vậy ta có     ,  0, ,  arccotg cotgx y y x x y       . 

            Đồ thị hàm y = arccotgx cho trên hình 2.7 ( đường không liền nét ). 

2



2



 
H.2.6 

Chú ý:     

a.  ,  cotg(arccotg )x x x      

b.  ( ) arccotg(cotg )k x x  xác định trên \  , tuần hoàn với chu kỳ  và  

                 ( ) ,  (0, )k x x x    

c.  Vì   arccotg(cotg ) 0,
2

x
    
 

 và cotg arctg tg(arctg )
2

x x
   
 

 nên ta nhận 

được công thức sau đây:                arctg arccotg ,  
2

x x x


                                    (2.2) 

Người ta gọi hàm số luỹ thừa, hàm số mũ, hàm số lôgarit, các hàm số lượng giác và  

các hàm số lượng giác ngược là các hàm số sơ cấp cơ bản. 
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2



2







 
                                                              H. 2.7 

 

F. Các hàm hypebôlic       

1.  Hàm sinhypebôlic là ánh xạ sh :     xác định như sau: 

                        
1

,          sh ( )
2

x xx x e e                                                    (2.3) 

2.  Hàm côsinhypebôlic là ánh xạ ch :     xác định như sau:              

                         
1

,         ch ( )
2

x xx x e e                                                    (2.4)                      

3.  Hàm tanghypebôlic là ánh xạ  th :      xác định như sau: 

                        
2

2

sh 1
,        th

ch 1

x

x

x e
x x

x e


   


                                                  (2.5) 

4.  Hàm cotanghypebôlic là ánh xạ  *coth :  ,   xác định như sau: 

                        
2

*
2

ch 1 1
,       coth

sh th 1

x

x

x e
x x

x x e


    


                                  (2.6) 

Dựa vào các định nghĩa trên, ta có thể chứng minh được các tính chất sau đây của các  

hàm hypebôlic 

Tính chất: 

1. sh ,  th ,  cothx x x   là các hàm số lẻ còn chx là chẵn và , ch 0x x    

2. ,  ,  ,  ,  ,x a b p q   các hàm hypebôlic thoả mãn các công thức sau đây: 
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           a.  
2 2

2 2
2 2

ch sh 1 Hyperbol 1
x y

x x
a b

      có phương trình dưới dạng tham số sẽ là: 

                                             
ch

sh ,   

x a t

y b t t


   

                                                 (2.7)           

  b.   ch( ) ch .ch sh .sh   ;             sh( ) sh .ch sh .cha b a b a b a b a b b a      ;   

        ch( ) ch .ch sh .sh   ;             sh( ) sh .ch sh .cha b a b a b a b a b b a      .   

              
th th th th

th( )   ;                         th( )
1 th .th 1 th .th

a b a b
a b a b

a b a b

 
   

 
          (2.8) 

            c.   2 2 2 2ch2 ch sh 2ch 1 1 2sha a a a a      .  

             sh2 2sh .cha a a . 

             
2

2th
th2

1 th

a
a

a



 ,    2 21 1

ch (ch2 1);    sh (ch2 1)
2 2

a a a a    .           (2.9)           

             ch ch 2ch ch
2 2

p q p q
p q

 
   

                       

ch ch 2sh sh
2 2

sh sh 2sh ch
2 2

sh sh 2ch sh
2 2

p q p q
p q

p q p q
p q

p q p q
p q

 
 

 
 

 
 

                                                            (2.10)            

     Các công thức (2.7) đến (2.10) tương tự các công thức cơ bản của lượng giác. Vì lẽ 
đó các hàm số trên có tên gọi là sinhypebôlic, côsinhypebôlic, … 

Đồ thị của các hàm shx, chx cho trên hình 2.8, còn đồ thị các hàm thx, cothx cho trên  H.2.9 

      

                                                                                         y 

  chx  y                                      cothx  

            shx  

               

        y= xe
2

1
        thx 

            O        x                                 O                                x 

                            

 

 

 

 

           H.2.8                                                                        H.2.9 
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G. Các hàm hypebôlic ngược 

1.  Hàm Acsinhypebôlic là ánh xạ ngược của  sh :  ,   được kí hiệu: 

             Argsh :     hay là 2( , ) ,  Argsh shx y y x x y      

2.  Hàm Accôsinhypebôlic là ánh xạ ngược của   ch :  1,  , được kí hiệu: 

              Argch :  1, ,   hay là  1, ,  ,  Argch chx y y x x y         

3.  Hàm Actanghypebôlic là ánh xạ ngược của th :  ( 1,1),  được kí hiệu: 

             Argth :  ( 1,1) ,   hay là ( 1,1),  ,  Argth thx y y x x y            

4.  Hàm Accôtanghypebôlic là ánh xạ ngược của  *coth :  \ 1,1 ,   được kí hiệu: 

                *Argcoth :  \ 1,1 ,    hay là  

  *                   \ 1,1 ,  ,  Argcoth cothx y y x x y          

 H. Biểu thức logarit của hàm hypebôlic ngược 

1.   Trước hết ta thấy ngay rằng Argshx là hàm số lẻ và vì: 

1
                 Argsh sh ( )

2
y yy x x y x e e           

   suy ra    
2

2 4
2 1 0

2
y y b b ac

e xe
a

  
   và do 0ye nên 21 xxey   

        Vậy 2,   Argsh ln( 1 )x x x x                                                         (2.11) 

2.    1, , , Argch chx y y x x y         

      012)(
2

1 2   yyyy xeeeex  

            Vì  1ye  nên lấy  2 21 1, , Argch ln( 1)ye x x x x x x            

3.                                                                                                                     (2.12) 

              
2 2 2

       ( 1,1), , Argth th

1 1 1
( 1) 1 ln

1 2 1

y y
y y y

y y

x y y x x y

e e x x
x x e e e y

e e x x





       

  
         

  



     

     Vậy   
1 1

( 1,1),   Argthx ln
2 1

x
x

x


   


                                                       (2.13) 

4.        1 1 1
\ 1,1 ,   Argcoth Argth ln

2 1

x
x x

x x


    


                                      (2.14) 

 I. Đa thức, hàm hữu tỉ. 

1.  Ánh xạ P:  X   được gọi là đa thức khi và chỉ khi tồn tại n  và         

                       n 1
0 1 n  (a , a ,..., a )   sao cho 

0

( ) ,  x X
n

i
i

i

P x a x


                          (2.15) 



Chương 2:  Hàm số một biến số 

 54

              

               Nếu 0na  thì người ta nói rằng đa thức có bậc là n và viết: deg  P x n  

 2.   Ánh xạ f :  X   được gọi là hàm hữu tỉ khi và chỉ khi tồn tại hai đa thức    

     P, Q:    X   sao cho 
)(

)(
)(,0)(,

xQ
xP

xfxQXx         

       Gọi  
)(

)(
)(

xQ
xP

xf   là hàm hữu tỉ thực sự khi và chỉ khi: degP(x) < degQ(x) 

3.  Hàm hữu tỉ tối giản là các phân thức có dạng: 

                   
kax

A
)( 

 hoặc  
kqpxx

CBx
)( 2 


                                  (2.16) 

    trong đó  *k , ,  ,  ,  ,  ,  a p q A B C  là các số thực và 2 4p q <0 

    Dưới đây ta đưa ra các định lí đã được chứng minh trong đại số 

Định lí 2.1:  Mọi đa thức bậc n với các hệ số thực đều có thể phân tích ra thừa số dạng:  

                     ml
mm

k
l

k
n qxpxqxpxxxaxP  )...()()...()()( 2

11
2

1
11      (2.17)  

           trong đó  ( 1,  )i i l   là các nghiệm thực bội ik  của đa thức còn j j jp ,q ,   

           với mj ,...,2,1  và 2

1 1

2   ,      4 0  ;   1,  
l m

i j j j
i j

k n p q j m
 

       

Định lí 2.2: Mọi hàm hữu tỉ thực sự đều có thể phân tích thành tổng hữu hạn các hàm hữu tỉ  

                    tối giản. 

Ví dụ 2.4:  Cho  *a \ 1 , hãy giải phương trình 
4

3
logloglog 42  xxx

aaa  

Giải:  

        Điều kiện:  *x   

                                    

axax

aaa
x









 

lnln

4

3

ln4

1

ln2

1

ln

1
ln      

  

Ví dụ 2.5:  Cho n , x    hãy rút gọn biểu thức   
0

2ch2 1
n

k

k

P x


      

Giải:    

          

 

2 2

1 1

0

ch2 2ch 1   4ch 1 2ch2 1

2ch2 1
                                2ch 1

2ch 1

2ch2 1 2ch2 1
2ch2 1

2ch2 1 2ch 1

k nn n
k

k
k k o

t t t t t

t
t

t

x x
P x

x x

 

 

      


  


 
   

  

   

Ví dụ 2.6:  Cho  ,  1,1x y    hãy biến đổi biểu thức Argth Argthx y   
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Áp dụng hãy biến đổi hàm số 
1 3th

( ) Argth
3 th

x
f x

x





   

Giải:   

      

   
   

1  11 1 1 1 1
Argth Argth ln ln ln

2 1 2 1 2 1  1

1
1 1 1 1

                           ln ln Argth
2 1 2 11

1

1
th 13                   ( ) Argth Argth Argth(th )

1 31 th
3

x yx y
x y

x y x y

x y
xy x y x yxy

x yxy x y xy
xy

x
f x x

x

  
   

   




     
   



   



1
ln 2

2
x

 

Ví dụ 2.7:  Giải phương trình:  arcsin(tgx) = x 

Giải: 

         Điều kiện:  

 

 ,    ,
2 2 2

tg 1,1 ,
4 4

x k x

x x

  

 

        


         

 

        

       arcsin(tgx) arcsin(sin x)

    tgx sin x

1
sin x 1 0

cos x

sin x 0
x k  ,       k .

cos x 1


 

    
 


     


 

   Vì ,  khi 0
4 4

k k
       

 nên phương trình có nghiêm duy nhất 0x   

2.1.3. Hàm số sơ cấp 

   Định nghĩa: Hàm số sơ cấp là những hàm số được tạo thành bởi một số hữu hạn các 
phép tính cộng, trừ, nhân, chia và các phép lấy hàm hợp đối với các hàm số sơ cấp cơ bản và 
các hằng số. 

2.2.GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 

2.2.1. Khái niệm về giới hạn 

A. Định nghĩa giới hạn 

Ta gọi  lân cận của điểm a  là khoảng ),()(   aaa  

Gọi A- lân cận của   là khoảng ),()(  AA  với A > 0 và khá lớn. 

Gọi B- lân cận của   là khoảng ),()( BB   với B > 0 và khá lớn.    



Chương 2:  Hàm số một biến số 

 56

 

Cho f  xác định ở lân cận điểm a  (có thể không xác định tại a ) 

         1.  Ta nói rằng f  có giới hạn là l  khi x dần đến a nếu  

      ( 0) ( ( ) ) ( ( ) \ ( ) )a X x a a f x l            

2.  Ta nói rằng f  có giới hạn là   khi x dần đến a nếu 

                   ( 0) ( ( ) ) ( ( ) \ ( ) )A a X x a a f x A         . 

3.  Ta nói rằng f  có giới hạn là   khi x dần đến a nếu f  có giới hạn là   khi x  

     dần đến a 

4.  Ta nói rằng f  có giới hạn là l  khi x dần đến   nếu 

                     ( 0) ( ( ) ) ( ( ) ( ) )A AX x f x l            . 

5.  Ta nói rằng f  có giới hạn là l  khi x dần đến   nếu 

                     ( 0) ( ( ) ) ( ( ) ( ) )B BX x f x l            . 

6.  Ta nói rằng f  có giới hạn là   khi x dần đến   nếu 

                     ( 0) ( ( ) ) ( ( ) ( ) )M MA X x f x A          . 

7.  Nói rằng f có giới hạn là   khi x dần đến   nếu và chỉ nếu f  có giới hạn là  

        khi x dần đến   

8.  Ta nói rằng f  có giới hạn là   khi x dần đến   nếu    

                           ( 0) ( ( ) ) ( ( ) ( ) )M MA X x f x A          . 

9.  Ta nói rằng f có giới hạn là   khi x dần đến   khi và chỉ khi f có giới hạn là  

       khi x dần đến  .  

Khi )(xf có giới hạn là l  ta  nói rằng )(xf  có giới hạn hữu.han. Ngược lại )(xf có giới 

hạn là  , ta nói rằng nó có giới hạn  vô hạn. 

B. Định nghĩa giới hạn một phía. 

1.  Ta nói rằng f  có giới hạn trái khi x dần đến a là 1l  nếu: 

              1( 0) ( 0) ( ( ) ) ( :  0 ( ) ).a X x a x f x l                 

2.  Ta nói rằng f  có giới hạn phải khi x dần đến a là 2l  nếu 

              2( 0) ( 0 ) ( :    0 ( ) ).x x a f x l               

Nếu f  có giới hạn là l  khi x dần đến a được kí hiệu là: 

              lxf
ax




)(lim     hoặc   ( )
x a

f x l

  .  

Tương tự ta có các kí hiệu: 

      lim ( ) ,  ;       lim ,  ,  
x a x

f x f x l
 

      hoặc  lim ,  + , 
x

f x l
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 Người ta kí hiệu  f x  có giới hạn trái khi x dần đến a là 1l ( 1l  được gọi là giá trị bên 

trái của hàm số tạ a ) là    1)(lim lafxf
ax

 

 
 

Tương tự                2)(lim lafxf
ax

 

 
. 

Hệ quả:  Điều kiện cần và đủ để  lxf
ax




)(lim  là .)()( lafaf                         (2.17) 

2.2.2. Tính chất của hàm có giới hạn. 

A. Sự liên hệ với dãy số  

Định lí 2.3:  Để )(xf  có giới hạn là l  khi x dần đến a điều kiện cần và đủ là mọi dãy  nu   

                     trong  X hội tụ về a thì luf n
n




)(lim  

Chứng minh:  

   Cho ( )
x a

f x l

  và aun  . Khi đó  

         ( 0) ( 0) ( :  0 ( ) )x x a f x l                  

   Vì 0 0lim ( ),  n nn
u a n n n u a 


            

   Như vậy 0 0( 0) ( ) ( ( ) )nn n n f u l           nghĩa là  luf n
n




)(lim . 

   Ngược lại, cho  nu a  mà luf n
n




)(lim  sẽ có lim ( )
x a

f x l


  

   Nếu không, tức là ( 0) ( 0)  ( )x       (  ax    lxf )( )  nghĩa    

   là *n  lấy 
1

,  nu
n

    để 
n

aun
1

 và  luf n )( . 

   Rõ ràng  aun
n




lim  nhưng lim ( )n
n

f u l


  vô lý. Chứng tỏ phải tồn tại lxf
ax




)(lim . 

 B. Tính duy nhất của giới hạn      

Định lí 2.4:  Nếu lxf
ax




)(lim  thì l  là duy nhất. 

Chứng minh:  Định lí này là hệ quả của định lí về tính duy nhất của giới hạn của dãy số và  

                       định lí vừa phát biểu ở trên. 

C. Tính bị chặn  

Định lí 2.5: Nếu lxf
ax




)(lim  thì )(xf bị chặn trong một lân cận đủ bé của a. 

Chứng minh: 

          Lấy ,1    ( 0) ( ( ) \ ( ) 1).x a a f x l        

          Suy ra lllxfllxfxf  1)()()(  

Chú ý:  

 Trường hợp ,  a a     cũng chứng minh tương tự. 
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 Hệ quả:  Hàm )(xf  không bị chặn trong lân cận của a thì không có giới hạn hữu hạn        

      khi x dần đến a. 

  Chẳng hạn 
xx

xf
1

sin
1

)(   không có giới hạn hữu hạn tại 0. 

 D. Tính chất thứ tự của giới hạn và nguyên lí kẹp. 

Định lí 2.6:   Giả sử lxf
ax




)(lim , khi đó: 

                        1.  Nếu  lc   thì trong lân cận đủ bé của )(: xfca   . 

                        2.  Nếu  l d  thì trong lân cận đủ bé của. dxfa )(:   

                        3.  Nếu  dlc   thì trong lân cận đủ bé của. dxfa  )(: c   

Chứng minh: 

 1.   Lấy  
110,  ( ) ( ( ) \ ( ) ( ))l c x a a f x l l c c f x              

 2.   Lấy  
22,  ( ) ( ( ) \ ( ) ( ) )d l x a a f x l d l f x d             

          3.    1, 2( Min( )) ( ( ) \ ( ) )x a a c f x d          

Chú ý: Định lí trên không còn đúng khi thay các bất đẳng thức ngặt bằng các bất đẳng thức  

            không ngặt. 

Định lí 2.7:  Giả sử lim ( ) .
x a

f x l


  Khi đó 

                1. Nếu )(xfc   trong lân cận của a thì lc     

                2. Nếu dxf )(  trong lân cận của a thì dl   

                3. Nếu dxfc  )(  trong lân cận của a thì dlc  . 

Nhờ vào lập luận phản chứng, chúng ta thấy định lí trên thực chất là hệ quả của định lí 2.6. 

Định lí 2.8: (Nguyên lí kẹp) 

        Cho ba hàm số hgf ,,  thoả mãn các điều kiện:  

        1. )()()( xhxgxf   trên X; 

        2. lxhxf
axax




)(lim)(lim . Khi đó lim ( )
x a

g x l


 .       

Chứng minh:     1 2 1( 0) ( ,  ) ( :  0 ( ) )x x a f x l               

                                                 20 ( )x a h x l        

          Lấy 1 2Min( , )    thì 
( )

( :  0 )
( )

f x l
x X x a

h x l






        
 

 

           ( ) ( ) ( )f x l g x l h x l          , chứng tỏ  lxg
ax




)(lim . 

Chú ý: Định lí cũng đựơc chứng minh tương tự đối với các trường hợp ,  a a    . 
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Định lí 2.9: Nếu trong lân cận của a có )()( xgxf   và 
x a
lim f (x)


   thì 


)(lim xg
ax

. 

Chứng minh:   

 Từ giả thiết, ta có:  1 1( 0) ( ) ( :  0 ( ) )A x x a f x A                  

   Mặt khác   2 2( ) ( :  0 ( ) ( ))x x a f x g x         

   Lấy 1 2Min( , ),  ( :   0 ( ) )x x a g x A           chứng tỏ 
x a

g(x)

 . 

Chú ý:   

a.  Định lí cũng được chứng minh tương tự đối với các trường hợp ,  a a     

b.  Định lí cũng được phát biểu tương tự khi 
x a

g(x)

 .     

 E. Các phép tính đại số của hàm số có giới hạn 

Định lí 2.10:(Trường hợp giới hạn là hữu hạn): 

1. 
x a x a

f (x) l f (x) l
 
    

2. 
x a x a

f (x) 0 f (x) 0
 
    

3. 1
x a

f (x) l

  và 2 1 2

x a x a
g(x) l f (x) g(x) l l

 
      

4. 
x a x a

f (x) l .f (x) l,        
 
       

         5. 
x a

f(x) 0

  và ( )g x  bị chặn trong lân cận của 

x a
a f (x)g(x) 0


   

         6. 1
x a

f (x) l

  và 2 1 2

x a x a
g(x) l f (x)g(x) l l

 
    

         7. 1
x a

f (x) l

  và 1

2
x a x a

2

lf (x)
g(x) l 0

g(x) l 
     

Chứng minh: 

1.  Từ giả thiết ta có : ( 0) ( 0) ( :  0 ( ) )x x a f x l               

      Vì 
x a

f (x) l f (x) l f (x) l .


       

2.   Mệnh đề đúng là hiển nhiên vì 0)()(0)(  xfxfxf . 

3. Từ giả thiết ta có : 1 1 1( 0) ( 0) ( :  0 ( ) )
2

x x a f x l
              

                    2 2 2( 0) ( :  0 ( ) )
2

x x a g x l
           

      Gọi 1 2( , ),  :  0Min x x a         sẽ có: 

           


22
)()()()()( 2121 lxglxfllxgxf  

     Chứng tỏ  1 2
x a

f (x) g(x) l l


   . 
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         4.  Theo giả thiết: ( 0) ( 0) ( :  0 ( ) )
1

x x a f x l
  


          


  với        

   Suy ra ( :  0 ( ) )
1

x x a f x l
 

   


       


.  Chứng tỏ  
x a

f (x) l


   . 

5. Theo giả thiết: 1 1( 0) ( ) ( :  0 ( ) )
1

x x a f x
M

          


 

       Vì hàm số )(xg bị chặn bởi số M trong lân cận )(
2

a , do đó 

           2 2( ) ( ) ( :   0 x-a ( ) )x M g x M           

       Đặt  ),( 21  Min  thì 

      (    
x a

M
x :  0 x a f x g x f (x) g(x) ) f (x)g(x) 0

1 M 


          


. 

6.   Đặt 1 1
x a

h(x) f (x) l h(x) 0 f (x)g(x) l g(x) h(x)g(x)


        

      Vì 2
x a

g(x) l

  nên bị chặn trong lân cận của a. 

      Theo 4. thì  1 1 2l g(x) l l ,

   theo 5. thì ( ) ( ) 0h x g x  . Vậy 1 2

x a
f (x)g(x) l l


  

7.  Trước hết ta chỉ ra    
x a

2

1 1

g(x) l
  

     Vì    2 2
x a x a

g(x) l 0 g(x) l 0
 
     . Theo định lí 2.6 về tính thứ tự của  giới hạn   

     thì  2
1 1( 0) ( :  0 ( ) )

2

l
x x a g x           

     2 2
1 2

2 2 2

( ) 2 ( )1 1
( :  0 0 )

( ) ( ) .

g x l g x l
x x a

g x l g x l l


 
          

     Vì  2
x a

g(x) l 0


  .   Vậy    
x a

2

1 1
.

g(x) l
  Áp dụng 6. với 

g
f

g

f 1
. . 

Định lí 2.11: (Trường hợp giới hạn là vô hạn): 

1. Nếu  
x a

f (x)

  và g(x) m,m   trong lân cận của a thì 

x a
f (x) g(x)


  . 

2. Nếu  
x a

f (x)

  và 0)(  mxg  trong lân cận của a thì 

x a
f (x).g(x)


 . 

Chứng minh: 

1. Từ giả thiết ta có: ( 0) ( ) ( :  0 ( ) )A x x a f x A m            

     Axgxf  )()( . Chứng tỏ 
x a

f (x) g(x)


  . 

2.   Theo giả thiết ta có:    ( 0) ( ) ( :  0 ( ) )
A

A x x a f x
m

            



Chương 2:  Hàm số một biến số 

 61

   

  Am
m

A
xgxf  .)().( . Chứng tỏ 

x a
f (x).g(x)


 . 

Chú ý: 

            a.  Định lí trên cũng được chứng minh tương tự cho các trường hợp  aa , . 

   b.  Định lí 2.11 có thể được phát biểu tương tự khi 
x a

f (x)

 . 

 F. Giới hạn của hàm đơn điệu 

Định lí 2.12:   Cho f :  (a,b) ,   a,b    hoặc Rba ,  và là hàm tăng. 

                  1.  Nếu ( )f x  bị chặn trên bởi M  thì  
( , )

lim ( ) Sup ( )
x b a b

f x f x M


  . 

                  2.  Nếu ( )f x  không bị chặn trên thì 


)(lim xf
bx

. 

Chứng minh: 

            1.  Ta gọi 
( , )

( )   ( 0) ( ( , )
a b

l Sup f x a b         lfl  )( ) 

      Do )(xf  là hàm số tăng nên: 

      ( ( , ) :  ( ) ( )) ( ) ( )x a b x f f x l f x l l f x l                       

      Suy ra  lxf )(  

      Giả sử b . Đặt  0,  ( :  0 ( ) )b x b x f x l              

      Chứng tỏ 
x a

f (x) l

  

      Giả sử b . Lấy ,  ( ( ) )A x A f x l         . Chứng tỏ  
x

f (x) l

 . 

            2.  Theo giả thiết ta có: A ,  (a, b) f ( ) A      . 

     Vậy ),( bax  sao cho Afxfx  )()(  . Chứng tỏ 
x b

f (x)

  

     Với b , ta cũng xét tương tự như trên . 

Chú ý:  

a.  Nếu b hữu hạn, định lí trên nói về giới hạn trái khi x dần đến b. 

b.  Từ định lí suy ra: mọi hàm tăng trên (a,b) luôn có giới hạn hữu hạn hoặc vô hạn khi  

      x dần đến b     . 

c.  Định lí 2.12 có thể suy diễn cho trường hợp )(xf  giảm trên (a,b). Kết quả trong   

     các trường hợp được mô tả trên hình 2.10. 
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   f :   (a,b)                Kết luận                                                  Đồ thị 

 

     Tăng và bị       
x b

(x) Sup f(x)
(a,b)

f


  

    chặn trên   

 

     Giảm và bị  

    chặn dưới        
(a,b)x b

f(x) Inf f(x)


  

 

    Giảm và bị  

    chặn trên         
x a (a,b)

f(x) Supf(x)


  

 

    Tăng và bị        
x a

f (x) Inff x


  

     chặn dưới        

 

  Tăng và không 

   bị chặn trên       
x b

f (x)


   

  Giảm và không  

   bị chặn dưới      
x b

f (x)


   

 

  Giảm và không  
x a

f (x)


   

   bị chặn trên       

 

  Tăng và không  
x a

f (x)


   

  bị chặn dưới                                                     

                                              

H.2.10 

Định lí 2.13: Nếu )(xf  xác định tại a và tăng ở lân cận của a thì luôn tồn tại một giới hạn  

                     trái và một giới hạn phải hữu hạn khi x dần đến a và: 

                                     )(lim)()(lim xfafxf
axax  

  

Chứng minh: 

   Rõ ràng:  )(xf  tăng và bị chặn trên bởi )(af  ở lân cận bên trái của a. 
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                   )(xf  tăng và bị chặn dưới bởi )(af  ở lân cận bên phải của a. 

   Theo định lí 2.12. chúng ta nhận được kết quả cần chứng minh. Ta có kết quả  

   tương tự khi f  giảm. Hình 2.11. mô tả định lí 2.13 

                                        y 

 

 

                          )( af   

                           )(af   

                          )( af  

   

                                    O                          a                      x 

                                   H.2.11 

2.2.3. Các giới hạn đáng nhớ  

A.             1
sin

lim
sin

lim
00


 x

x

x

x
xx

                                                       (2.18)  

Chứng minh:  Dễ dàng ta thấy :   , \ 0
2 2

x
     

 
 thì  1

sin
cos 

x

x
x . 

Dùng định nghĩa ta có thể chứng minh được 1coslim
0




x
x

. Theo nguyên lí kẹp ta suy ra  

công thức (2.18) 

B.             e
xx

x

x

x

x







 






 



1
1lim

1
1lim                                                (2.19) 

Chứng minh: 

 Ta nhận thấy:   * *\ 0,1 ,  x n      sao cho 
nxn

nxn
11

1

1
1 


  

Từ bất đẳng thức kép trên ta suy ra    
1

1
1

1
1

1

1
1









 






 











nxn

nxn
. 

Theo ví dụ 1.10. (chương I) và tính chất đại số của dãy hội tụ thì: 

                  e
nnn

nn
































 11

1

1
1.

1

1
1

1

1
1   

                  e
nnn

nn







 






 






 


1

1.
1

1
1

1
1

 

Từ nguyên lí kẹp ta nhận được
x

x

1
1 e

x 

   
 

. Ta thực hiện phép biến đổi yx  , 
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 Từ đó suy ra      e
yyx

y

y

y

y

x

x



























 





 1

1
1lim

1
1lim

1
1lim  

Tổng quát: nếu  
x a

u(x) 0

  thì  

1

u(x)
x a

1 u(x) e


   và 1
)(

)(sin


xu

xu
              (2.20) 

C.              


xx
xx

lnlim              ,lnlim
0

                                      (2.21) 

Chứng minh: Vì lnx tăng trên *
  nên khi x   hàm số có giới hạn hữu hạn hoặc là  . 

Giả sử có giới hạn hữu hạn l  thì  .2lnlimlnlim xlx
xx 

 vì 2x    

Một mặt ta có ln 2 ln 2 lnx x  . Qua giới hạn cả hai vế khi x   ta nhận được 

                              ln 2l l  . Đây là điều vô lý. 

Vậy  
x

ln x .

   Mặt khác *1

ln ln ,x x
x      do đó 

0
lim ln
x

x


   

Ví dụ 2.8: Bằng định nghĩa hãy chứng minh: 
0

1
limsin 0,       lim 0
x x

x
x 

   

Giải: 

        (   0 ( bé))  (  (0) \ 0x     xx sin ). 

        Lấy ,  ( :  0 sin )x x x         . Theo định nghĩa ta có 
0

limsinx 0
x

  

        0  để Ax
x





11

 

        Vậy * 1
( ) ( :  ).A x x A

x
       Chứng tỏ 

x

1
0

x 
  

Ví dụ 2.9:  Tính   2 2

4

2 1 3
lim ,          lim 1 1

2 2x x

x
x x

x 

 
  

 
 

Giải:     

        
x 4

2 2

2 x

2x 1 3 2(x 4).( x 2 2) 2.2 2 2
2

2.3 3x 2 2 (x 4).( 2x 1 3)

2
x 1 x 1 0

x 1 x 1





    
  

    

    
  

 

Ví dụ 2.10:  Tính  
20

3coscos
lim

x

xx
x




 

Giải: 

       
2

22

22
2

3
sin2

2
sin2)3cos1()1(cos3coscos

x

xx

x

xx

x

xx 
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2 2

2 2 x 0

x 3x
sin sin1 9 1 92 2 4

2 2 2 2x 3x

2 2


     

   
   
   

 

Ví dụ 2.11:  Tính  a.  
2

1

2 0

1
lim ,      b. lim 1 sin .

1

x

x
x x

x
x

x 

 
  

 

Giải: 

      a.   

2 22

2

1 x 2xx .2 2 x 1 -2
2 2 x

x 1 2
1 e     

x 1 1 x

   
          



           
  

      b.     
1 1 sin x

.
x sin x x

x 0
1 sin x 1 sin x e


     

D. Sự tồn tại giới hạn của các hàm sơ cấp 

Định lí 2.14:  Hàm số sơ cấp xác định tại 0x  thì )()(lim 0
0

xfxf
xx




    

Kết luận này được suy ra từ định lí 2.16 về tính liên tục của hàm hợp. 

2.3. ĐẠI LƯỢNG VÔ CÙNG BÉ (VCB) VÀ ĐẠI LƯỢNG VÔ CÙNG LỚN (VCL) 

2.3.1. Đại lượng VCB 

A. Định nghĩa: 

  Ánh xạ :  X  , được gọi là đại lượng VCB khi x dần đến a nếu như 
x a

(x) 0


  , 

  (a  có thể là   hoặc - ). Từ định nghĩa này, ta suy ra mệnh đề sau: 

Hệ quả:  Để tồn tại lxf
ax




)(lim  điều kiện cần và đủ là hàm số lxfx  )()(  là VCB khi x   

              dần đến  a. 

B. Tính chất đại số của VCB 

    Dựa vào tính chất đại số của hàm có giới hạn, nhận được tính chất đại số của các  

    VCB sau đây: 

   1.  Nếu nixi ,...,2,1),(   là các VCB trong cùng quá trình x dần đến a  thì tổng   

        


n

i
i x

1

)( , tích  


n

i
i x

1

)(  cũng  là VCB trong quá trình đó 

             2.  Nếu )(x  là VCB khi x dần về a, )(xf  bị chặn trong lân cận của a thì )().( xfx    

                  là  VCB trong quá trình đó a. 

 C. So sánh các VCB 

    Cho )(),( xx   là các VCB trong cùng quá trình x dần về a. 

      1.  Nếu 
x a

0






 thì người ta nói rằng   là VCB cấp  cao hơn    và được kí hiệu    
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               )( o , ta cũng nói rằng   là VCB cấp thấp hơn   khi x dần tới a. 

               2.  Nếu 
x a

c 0



 


 thì người ta nói rằng  ,  là các VCB ngang cấp khi x dần đến a  

               Đặc biệt 1c , ta nói rằng  ,  là các VCB tương đương . Khi đó người ta kí hiệu  

                ~  khi x dần đến a. 

     Rõ ràng nếu  
x a

c 0



 


 (  ,   ngang cấp ) thì  c~  khi x dần đến a. 

              3.  Nếu )( ko    thì nói rằng  là VCB có cấp cao hơn k so với VCB     

              4.  Nếu 0)(c      ~ kc  thì nói rằng   là VCB có cấp k so với VCB    

Hệ quả 1:  Nếu 11 ~,~  khi x dần đến a thì 
1

1limlim






axax 
  

Hệ quả 2:  Nếu )( o khi x dần đến a thì  ~  tại a . 

Hệ quả 3:  Qui tắc ngắt bỏ các VCB cấp cao: 

     Nếu *  là VCB cấp thấp nhất trong số các VCB   mii ,1   ,     

     và *  là VCB cấp thấp nhất trong số các VCB   nii ,1   ,   khi x dần đến a thì 

                                 
*

*

1

1 limlim







axn

j
j

m

i
i

ax 











                                                         (2.22) 

Chú ý:     Các VCB thường hay sử dụng là: 

a.   
x 0

x 0,  0


    

b.      x x

x x
a 0,  a 1 ,      a 0,  0 a 1

 
      

c.   
x 0 x 0 x 0

shx 0,           thx 0,           Argthx 0
  
    

d.   
x 0 x 0 x 0

sinx 0,          tgx 0,           arcsin x 0
  
   ,        

x 0
arctgx 0


  

2.3.2. Đại lượng VCL 

A. Định nghĩa 

    Ánh xạ A: X   được gọi là đại lượngVCL khi x dần đến a nếu như 
x a

A(x)

    

hoặc   (a có thể là   hoặc  ). Từ các định nghĩa về VCB, VCL, chúng ta suy ra mối 
liên hệ giữa chúng    

Hệ quả:  )(xA  là VCL khi x dần tới a nếu 
)(

1
)(

xA
x   là VCB tại a. Ngược lại, ( )x là VCB   

               khi x dần tớii a nếu 
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1

( )x
là VCL tai a. 

Ta có thể chứng minh dễ dàng hệ quả trực tiếp từ định nghĩa VCB và VCL 

B. Tính chất của VCL 

1.  Nếu ( ),  1,2,...,iA x i n  là các VCL cùng dấu    hay    khi x dần đến a thì   

      tổng 


n

i
i xA

1

)(     là VCL mang dấu đó tại a. 

     Nếu ( ),  1,2,...,iB x i n  là các VCL khi x dần đến a thì tích 


n

i
i xB

1

)(  là VCL khi x   

     dần đến a. 

2.  Nếu )(xA  là VCL khi x dần tới a và 0 :  ( )p f x p    hoặc 0 :  ( )p f x p          

     trong lân cận của a  thì tích )().(    xfxA  là VCL khi x dần đến a. 

 C. So sánh các VCL 

Cho ( ),  ( )A x B x  là các VCL trong cùng quá trình x dần tới a 

1.  Nếu 
x a

A(x)

B(x) 
   thì ta nói rằng )(xA  là VCL cấp cao hơn )(xB ,  hay B  là    

     VCL có cấp thấp hơn A . 

2.  Nếu 
x a

A(x)
c 0

B(x) 
   thì ta nói rằng ,  A B  là VCL ngang cấp. 

     Đặc biệt 1c  thì nói rằng BA,  là các VCL tương đương , kí hiệu BA ~  khi x a . 

Hệ quả 1: Nếu 1 1~ ,  ~A A B B  khi x dần về a thì 
)(

)(
lim

)(

)(
lim

1

1

xB

xA

xB

xA
axax 

  

Hệ quả 2: Nếu )(xA  là VCL cấp cao hơn )(xB  khi x dần về a thì ABA ~  khi x a . 

Hệ quả 3: Qui tắc ngắt bỏ cácVCL cấp thấp: 

    Nếu *A  là các VCL cấp cao nhất trong số các VCL  ( ),  1,2,...,iA x i m  và *B  là   

    VCL cấp cao nhất trong số các VCL ( ),  1,2,...,jB x j n  khi x dần tới a thì ta có 

                                     
)(

)(
lim

)(

)(
lim

*

*

1

1

xB

xA

xB

xA

axn

j
j

m

i
i

ax 











                                           (2.23) 

Chú ý:  Các VCL sau đây thường hay được sử dụng: 

a.   
x

x ,  0 .


     

b.     x x

x x
a ,  a 1 ,     a ,  0 a 1 .                    
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c.      a a
x x 0

log x ,  a 1 ;  log x ,  0 a 1
 

       .   

                    a a
xx 0

log x ,  a 1 ;  log x ,  0 a 1
 

       . 

  d.  
x x + x

chx ;   shx ;   shx
   
      , 

x 0 x 0
coth x ;  coth x

  
    . 

Ví dụ 2.12:  Tính các giới hạn:  a. 
0

1 sin
lim sin .cos  ,        b. lim
x x

x
x

x x 

 
 
 

 

Giải 

                    
x 0x 0

xx

1 1
a.  sinx 0,  cos 1 limsin x.cos 0.

x x

1 sin x
b.  0,  sin x 1 lim 0.

x x





   

   

 

Ví dụ 2.13:  Tính các giới hạn:   a.  
2 3

20 0

sin 2 tg
lim ,           b. lim

sin 4 sinx x

x x x

x x 


.  

Giải: 

                     
0 0

2 3 2
2 2 2 2

2 20 0

sin 2 ~ 2 sin 2 2 1
.  lim lim .

sin 4 ~ 4 sin 4 4 2

tg
b.  tg ~ ,  sin ~ lim lim 1.

sin

x x

x x

x x x x
a

x x x x

x x x
x x x x

x x

 

 


  




  

 

Ví dụ 2.14:  Tìm các giới hạn:   
2 2 2

2 3 2

1 1 1
. lim ,        b. lim ,         c. lim

2 2 2 1x x x

x x x x x
a

x x x  

    
  

. 

Giải:          
2 2

2 2

1 1
.  lim lim

2 2 2 2x x

x x x
a

x x 

 
 


. 

         
2 2

3 3

1 1
.  lim lim lim 0

2 x xx

x x x
b

x x x 

 
  


. 

         
2 2

2 2

1
.  lim lim 1

1 xx

x x
c

x x


 


.   

2.4. SỰ LIÊN TỤC CỦA HÀM SỐ 

2.4.1. Các khái niệm cơ bản 

A. Hàm liên tục tại một điểm 

Cho f :  X   và Xa . Người ta nói rằng hàm số )(xf  liên tục tại a nếu 

                                 lim ( ) ( )
x a

f x f a


    hay  lim ( ) (lim )
x a x a

f x f x
 

  

Trong dạng ngôn ngữ " "  :  ( 0) ( 0) ( :  ( ) ( ) )x x a f x f a              

 B. Hàm liên tục một phía tại a 

Cho f :   X ,  a X.   Người ta nói rằng hàm ( )f x  liên tục bên trái tại a nếu: 
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                                 )()()(lim afafxf
ax

 

 
  

và hàm số ( )f x  liên tục bên phải tại a nếu: 

                                 )()()(lim afafxf
ax

 

 
 

Hệ quả: Để hàm số )(xf  liên tục tại a điều kiện cần và đủ là: 

                                  )()()( afafaf                                                     (2.24) 

C. Hàm liên tục trên một khoảng 

1. Nếu hàm số )(xf  liên tục tại mọi điểm Xx  thì ta nói rằng nó liên tục trên tập X . 

    2. Nếu hàm số )(xf  liên tục trên khoảng mở (a,b) và liên tục trái tại b, liên tục phải  

                tại a thì ta nói rằng nó liên tục trên đoạn kín [a,b]. 

 D. Điểm gián đoạn của hàm số 

  1. Nếu )(xf  không liên tục tại a, ta nói rằng )(xf  có điểm gián đoạn tại ax  . 

  2. Nếu a là điểm gián đoạn và )(),(  afaf  là các số hữu hạn thì ta gọi ax  là điểm   

            gián đoạn loại 1 của hàm số và gọi )()()(   afafah f  là bước nhảy của )(xf tại a. 

Hệ quả: Nếu )(xf tăng (giảm) ở lân cận điểm a để )(xf liên tục tại a cần và đủ là 0)( ah f . 

             Hệ quả này suy ra từ định lí 2.14 của hàm số đơn điệu. 

3. Nếu a là điểm gián đoạn của )(xf  và không phải là điểm gián đoạn loại 1 thì ta nói   

               rằng )(xf  có điểm gián đoạn loại 2 tại ax  . 

   Các định nghĩa trên được mô tả trên hình 2.12. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

E. Hàm liên tục từng khúc 

Cho hàm   f :  a,b ,   a,  b .    

Nói rằng hàm f  liên tục từng khúc trên  ba,  khi và chỉ khi hàm số có một số hữu hạn 

điểm gián đoạn loại 1 trên đoạn đó, chính xác là *n   và     1
10 ,,...,,  n

n baaaa  sao cho  

Oa a aa4 x O a a1 a2 a3 b 

y 

Loại 1 Loại 2 Liên tục từng khúc 

H.2.12 

y 

a1 a2 O a2 x 
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baaaa n  ...10  và f  liên tục trên tất cả các khoảng mở  1, ,  0,1,..., 1i ia a i n    

và có giới hạn phải hữu hạn tại ia , có giới hạn trái hữu hạn tại 1ia  .                                                                           

2.4.2. Các phép toán đại số của hàm liên tục 

Định lí 2.15: Cho các hàm số f ,g :  X ,  a X,       

      1.  Nếu )(xf  liên tục tại a thì )(xf  liên tục tại a. 

      2.  Nếu ( ),  ( )f x g x  cùng liên tục tại a thì tổng )()( xgxf   liên tục tại a.  

               3.  Nếu )(xf  liên tục tại a thì )(xf  liên tục tại a. 

               4.  Nếu ( ),  ( )f x g x  liên tục tại a thì tích ( ) ( )f x g x  liên tục tại a. 

               5.  Nếu ( ),  ( )f x g x  liên tục tại a và 0)( xg  thì 
)(

)(

xg

xf
 liên tục tại a. 

Chứng minh định lí 2.15 tương tự như chứng minh định lí về các phép toán đại số của    

 hàm có giới hạn hữu hạn. 

Chú ý: 

a. Định lí 2.15 cũng được phát biểu tương tự cho các hàm cùng liên tục trên khoảng X 

b. Nếu )(xf  và )(xg  liên tục tại a thì Sup( , )f g  và Inf ( , )f g  cũng liên tục tại a. 

           Người ta định nghĩa các hàm Sup( , )f g  và Inf ( , )f g như sau: 

      Sup(f ,g) : X                               Inf ( , ) :f g X R  

                       Sup( ( ), ( ))x f x g x                         Inf ( ( ), ( ))x f x g x  

Từ định nghĩa trên, ta có thể biểu diễn các hàm Sup( , )f g và Inf ( , )f g trong dạng:           

        
1

Sup( , ) ( )
2

f g f g f g    ,     
1

Inf ( , ) ( )
2

f g f g f g     

          Dựa vào định lí 2.16 dưới đây ta dễ dàng suy ra Sup( , )f g  và Inf ( , )f g liên tục tại a. 

Định lí 2.16:  Cho f : X ;a X,   g : Y     và .)( YXf   Nếu )(xf liên tục tại a và     

                      )( yg  liên tục tại )(afb   thì hàm hợp ))(( xfg  liên tục tại a. 

Chứng minh:  Từ sự liên tục của các hàm số, theo định nghĩa làn lượt ta có:  

                       
( 0) ( 0) ( :  ( ) ( ) ),

             ( 0) ( :  ( ) ).

y y b g y g b

x x a f x b

   

  

         

       
              

 Chứng tỏ  ( :  ( ( )) ( ( ))x x a g f x g f a       ). Vậy hàm hợp ))(( xfg  liên tục tại a. 

Chú ý:   

 Định lí 2 16 cũng được phát biểu tương tự cho f  liên tục trên X và g  liên tục trên Y. 

Hệ quả:  Cho f : X ;  a X,   g : Y     và .)( YXf   Nếu )(xf có giới hạn là b khi x dần 

tới a và )(yg  liên tục tại b  thì hàm hợp ))(( xfg có giới hạn là ( )g b khi x dần tới a, nghĩa là: 
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                                         ))(lim())((lim xfgxfg
axax 

   

         Từ đó ta nhận được các giới hạn quan trongj sau đây:                  

                  a.  e
x

x
a

a

x
log

)1(log
lim

0





                                                             (2.25)          

Ta thay a e , sẽ nhận được   1
)1ln(

lim
0




 x

x
x

                                                 (2.25)’                               

         b. )10(        ,ln
1

lim
0





aa

x

a x

x
                                                   (2.26) 

 Thật vậy, ta đặt )1(log1  yxay a
x . Theo (2.25) sẽ có: 

                           a
ey

y

x

a

aa
y

x

x
ln

log

1

)1(log
lim

1
lim

00








 

         c. 
 


 

 x

x
x

11
lim

0
                                                                                 (2.27)  

  Ta đặt   )1ln()1ln(11 yxxy    

                            
 








 









 x

x

y

y

x

xy

x

x
xxx

)1ln(

)1ln(
lim

)(
lim

11
lim

000
 

Từ tính chất về giới hạn của hàm số sơ cấp và định nghĩa sự liên tục của hàm số, chúng  

ta dễ dàng nhận được định lý sau: 

Định lý 2.17: Mọi hàm số sơ cấp xác định tại ax   thì liên tục tại a. 

2.4.3. Tính chất của hàm số liên tục trên một đoạn  

  Cho  f :  a,b   là liên tục, ba  . 

A. Tính trù mật của hàm số liên tục 

Định lí 2.18:  Nếu )(xf  liên tục trên  ba,  và 0)().( bfaf  thì tồn tại  bac ,  để 0)( cf  

Chứng minh: Ta thực hiện phương pháp chia đôi đoạn  ba, . Nếu trong quá trình chia đôi tìm 

được điểm c ta sẽ dừng lại. Nếu không tìm được c thì cứ tiếp tục chia đôi, khi đó sẽ nhận được 

dãy các đoạn lồng nhau   nn ba ,  trong đó ( ) 0,  ( ) 0n nf a f b   và 
nnn

ab
ab

2


 . 

Suy ra 0)()lim()(lim 


cfafaf n
n

n
n

 và 0)()lim()(lim 


cfbfbf n
n

n
n

 

trong đó ),( bac . Vậy 0)( cf . 

Định lí 2.19: Nếu )(xf  liên tục trên  ba,  khi đó )(xf  nhận giá trị trung gian giữa )(af   

                     và )(bf  nghĩa là: 

                                   ( ), ( ) ,  , ,  ( )f a f b c a b f c       
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Chứng minh : 

Dễ nhận thấy định lí đúng với )(af  hoặc )(bf . 

Giả sử )()( bfaf   và xét ).()( bfaf  Ta đặt  )()( xfxg , ( )g x liên tục trên 

 ba,  và ( ) 0,  ( ) 0g a g b  . Theo định lí 2.18 thì tồn tại ),( bac để 0)( cg  hay ( )f c  . 

B. Tính bị chặn của hàm số liên tục 

Định lí 2.20:   Hàm số )(xf  liên tục trên  ba,  thì đạt được giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trên  

                        ba,  nghĩa là    ,( , )  ( ,m Mx x a b x a b      ( ) ( ) ( ))m Mf x f x f x   

Chứng minh :  

  Trước hết ta sẽ chứng minh )(xf  bị chặn trong  ba, . Giả sử )(xf  không bị chặn,   

 tức là:   n n( n ) ( x a, b f (x ) n)       

   nx  bị chặn nên theo định lí Bolzano-Weierstrass sẽ tồn tại dãy con  
knx của nó hội 

tụ về  0 ,x a b , đồng thời ( )
kn kf x n   

  Chuyển qua giới hạn sẽ có )( 0xf . Điều này vô lí vì )(xf  liên tục tại 0x . 

  Ta gọi  
 ,
Inf ( )
a b

m f x  và 
 ,
Sup ( )

a b
M f x . 

  Lấy  *
n n

1 1
,  (n ) ( x a, b f (x ) m 0)

n n
         .Theo định lí Bolzano-

Weierstrass 

   
knx  là dãy con của  nx  và 

 













0)(
1

,

mxf
n

baxx

k

k

n
k

mn

 

  Qua giới hạn sẽ có mxfxf mn
k k




)()(lim  

  Tương tự Mx  để 
 ,

( ) Sup ( )M
a b

f x f x M   

 Hệ quả:   Nếu  f :  a,b   liên tục thì      f a, b m, M   

       trong đó 
   , ,
Inf ( ),  Sup ( )
a b a b

m f x M f x   

2.4.4. Tính liên tục đều 

Cho f :     X  . Nói rằng f  liên tục đều trên X  nếu 

                 2( 0) ( 0) ( ', " :  ' " ( ') ( ") )x x X x x f x f x               

Chú ý rằng trong định nghĩa này số   không phụ thuộc vào 'x  và "x , nó khác với  

tính liên tục của hàm f  tại a, ở đó   có thể phụ thuộc vào a. 

Hệ quả: Nếu )(xf  liên tục đều trên X  thì liên tục trên X . 
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Điều này là hiển nhiên, vì lấy 'xa   bất kì thì điều kiện cho )(xf liên tục tại a là thoả  

mãn. Tuy nhiên, một hàm số )(xf liên tục trên X có thể không liên tục đều trên X  

Chẳng hạn, ta xét hàm số  f :        cho bởi  2)( xxf  . Thật vậy 

           2( 0) ( 0) ( x ', x" :        "' xx    22 "' xx ) 

Lấy 
1

" , ' "
2

x x x     khi đó 
2

1
"' xx  và   222

4

1
""' xxx   

nếu ta lấy 



"x , khi đó có thể chọn  



2

1
",

2

1
 x  và 

 2

1

2

1
' x  

  Định lí 2.21: Định lí Hâyne (Heine). 

   Nếu )(xf liên tục trên đoạn đóng  ba, , a, b  thì liên tục đều trên  ba, . 

  Chứng minh :  

   Chúng ta lập luận phản chứng như sau: Giả sử )(xf  không liên tục đều , tức là 

               2
( 0) ( 0) ( ', " ,x x a b       :  "' xx     )"()'( xfxf ) 

   ( *n ,      21
) ( ' , " , :n nx x a b

n
   

n
xx nn

1
"'    )"()'( nn xfxf ) 

   Vì  'nx  bị chặn nên tồn tại dãy con  '

knx  hội tụ về  bac , . Tương ứng có   

dãy "

knx cũng hội tụ về c  vì 
1

' "
k kn nx x

n
   .   

   Mặt khác ta có ( ' ) ( " )
k kn nf x f x   .Qua giới hạn, do tính liên tục suy ra                                    

                             )()( cfcf . Điều này là vô lý.  

  Chứng tỏ )(xf  liên tục đều trên đoạn  ,a b . 

Ví dụ 2.15: Chứng minh rằng xxf )(  liên tục đều trên khoảng  ,0 . 

Giải: 

       Lấy 00 x , hàm số liên tục đều trên  0,0 x ( theo định lí Heine) 

       Lấy 21, xx  tuỳ ý trên  0 1 2, ,  x x x   

       Ta có  








0

12

12

12
12

2 x

xx

xx

xx
xx  

                 210 ,,2,0 xxx        sao cho   )()( 2121 xfxfxx  

       Vậy liên tục đều trên  ,0x  . 

       Hợp hai khoảng lại ta nhận được xxf )(  liên tục đều trên  ,0 . 
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Ví dụ 2.16: Chứng minh rằng 2f (x) cos x  không liên tục đều trên  ,0  

Giải:      Ta sẽ chỉ ra   

         1 2( 0) ( ) ( ,  x x     :  21 xx     )()( 21 xfxf        

      Thật vậy:  1 2( 0) ( ,   2 ,   (2 1)
k k

k x k x k          







 



kkk

kkxx
kk 22)12(

2)12(12 ) 

       ( ta lấy 
22


k  và 2  ) khi đó 2 2

2 1os os
k k

c x c x   .  

TÓM TẮT NỘI DUNG CHƯƠNG II 

  Các hàm số thông dụng ( các hàm số sơ cấp cơ bản) 

A. Hàm luỹ thừa 

 Cho  . Hàm luỹ thừa với số mũ  , được kí hiệu là P , là ánh xạ từ *
  vào  , xác  

 định như sau * ,  ( )x P x x       

      Hàm luỹ thừa có thể mở rộng khi miền xác định là  . 

B. Hàm mũ cơ số a 

Xét * \{1}a  . Hàm mũ cơ số a, kí hiệu là xaexp , là ánh xạ từ   vào *
 , xác định  

như sau:  ,  exp .x
ax x a                   

C. Hàm lôgarit cơ số a 

Xét * \{1}a  . Hàm lôgarit cơ số a, kí hiệu là  alog , là ánh xạ ngược với ánh xạ aexp ,  

như vậy *( , ) ,         log y
ax y y x x a        

         Sau này người ta thường lấy cơ số a là số e và gọi là lôgarit Nêpe hay lôgarit tự  

         nhiên của x, kí hiệu y = lnx và suy ra 
a

x
xa ln

ln
log   

         Người ta đã tính gần đúng số 2,718281828459045e   và 
1

lg 0,434296
ln10

e    

D. Các hàm số lượng giác 

1.  sinx xác định trên  , là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kì T = 2 và bị chặn: 

                               1 sin 1,  x x      

2.  cosx xác định trên  , là hàm số chẵn, tuần hoàn với chu kì T = 2 và bị chặn: 

                               1 cos 1,  x x      

3.  tgx xác định trên  \{ ,  
2

k k
   }, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kỳ T  và   

     nhận giá trị trên khoảng ),(  . 
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4.  cotgx xác định trên  \{ ,  k k  }, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kỳ T  và    

     nhận giá trị trên khoảng ),(  . 

 

E. Các hàm số lượng giác ngược  

          1.  Hàm arcsin là ánh xạ ngược của sin:  1,1
2

,
2








    

             Người ta kí hiệu là arcsin:    . 





2
,

2
1,1


hay arcsinxy   (đọc là ác sin của x)    

             Vậy ta có:  1,1 ,  , ,   arcsin sin
2 2

x y y x x y
            

   

          2.  Hàm arccos là ánh xạ ngược của    cos :  0, 1,1    , được kí hiệu: 

           arccos :  1,1 0,     hay arccosxy  (đọc là ác cô sin của x)   

 

                                 1,1 ,  0, ,  arccos cosx y y x x y             

                         arccos arcsin ,  1,1
2

x x x


                   

         3.  Hàm actang là ánh xạ ngược của :  , ,
2 2

tg
    

 
  được kí hiệu:    

            arctg :  ,
2 2

    
 

  hay arctgxy  (đọc là ác tang của x) 

   Vậy ta có ,  , ,   arctg tg
2 2

x y y x x y
          

 
  

        4.  Hàm accôtang là ánh xạ ngược của  cotg :  (0, )    được kí hiệu:  

                                   arccotg :  0,  hay arccotgxy   

             Vậy ta có     ,  0, ,  arccotg cotgx y y x x y        

                         arctg arccotg ,  
2

x x x


                             

Người ta gọi hàm số luỹ thừa, hàm số mũ, hàm số lôgarit, các hàm số lượng giác và  

các hàm số lượng giác ngược là các hàm số sơ cấp cơ bản. 

F. Đa thức, hàm hữu tỉ. 

         1.  Ánh xạ P:  X   được gọi là đa thức khi và chỉ khi tồn tại n  và         

                       n 1
0 1 n  (a ,a ,..., a )   sao cho 

0

( ) ,  x X
n

i
i

i

P x a x
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 Nếu 0na  thì người ta nói rằng đa thức có bậc là n và được kí hiệu là  nP x , deg  nP x n  

2.  Ánh xạ f :  X   được gọi là hàm hữu tỉ khi và chỉ khi tồn tại hai đa thức  

   P, Q:    X   sao cho 
( )

,  ( ) 0,   ( )
( )

P x
x X Q x f x

Q x
     

   Gọi  
)(

)(
)(

xQ
xP

xf   là hàm hữu tỉ thực sự khi và chỉ khi: degP(x) < degQ(x) 

3.  Hàm hữu tỉ tối giản là các phân thức có dạng: 

                 
kax

A
)( 

 hoặc  
kqpxx

CBx
)( 2 


                                 

    Trong đó  *k , CBAqpa ,,,,, là các số thực và 2 4p q < 0 

    Dưới đây ta đưa ra các định lí đã được chứng minh trong đại số 

             Mọi đa thức bậc n với các hệ số thực đều có thể phân tích ra thừa số dạng:  

                     ml
mm

k
l

k
n qxpxqxpxxxaxP  )...()()...()()( 2

11
2

1
11     

           trong đó  ( 1,  )i i l   là các nghiệm thực bội ik  của đa thức còn j j jp ,q ,   

           với 1,  2,...,  j m  và 2

1 1

2 ,   4 0,   1,  
l m

i j j j
i j

k n p q j m
 

       

               Mọi hàm hữu tỉ thực sự đều có thể phân tích thành tổng hữu hạn các hàm hữu tỉ  

               tối giản.   

  Hàm số sơ cấp 

   Định nghĩa: Hàm số sơ cấp là những hàm số được tạo thành bởi một số hữu hạn các 
phép tính cộng, trừ, nhân, chia và các phép lấy hàm hợp đối với các hàm số sơ cấp cơ bản và 
các hằng số. 

  Giới hạn của hàm số 

A. Định nghĩa giới hạn 

    Ta gọi  lân cận của điểm a  là khoảng ),()(   aaa  

    Gọi A- lân cận của   là khoảng ),()(  AA  với A > 0 và khá lớn. 

    Gọi B- lân cận của   là khoảng ),()( BB   với B > 0 và khá lớn. 

    Cho f  xác định ở lân cận điểm a  (có thể không xác định tại a ) 

         1. Ta nói rằng f  có giới hạn là l  khi x dần đến a (gọi tắt: có giới hạn là l tại a) nếu :  

                   ( 0) ( ( ) ) ( ( ) \ ( ) )a X x a a f x l            

2. Ta nói rằng f  có giới hạn là   tại a nếu: 

                   ( 0) ( ( ) ) ( ( ) \ ( ) )A a X x a a f x A         . 

3. Ta nói rằng f  có giới hạn là   tại a nếu f  có giới hạn là   tại a 
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4. Ta nói rằng f  có giới hạn là l  tại   nếu:  

                   ( 0) ( ( ) ) ( ( ) ( ) )A AX x f x l            . 

5. Ta nói rằng f  có giới hạn là l  tại   nếu: 

                  ( 0) ( ( ) ) ( ( ) ( ) )B BX x f x l            . 

6. Ta nói rằng f  có giới hạn là   tại   nếu: 

            ( 0) ( ( ) ) ( ( ) ( ) )M MA X x f x A          . 

7. Nói rằng f có giới hạn là   tại   nếu và chỉ nếu f  có giới hạn là   tại   

8. Ta nói rằng f  có giới hạn là   tại   nếu    

                           ( 0) ( ( ) ) ( ( ) ( ) )M MA X x f x A          . 

9. Ta nói rằng f có giới hạn là   tại   khi và chỉ khi f có giới hạn là   tại  

     . Khi )(xf có giới hạn là l  tại a hoặc tại   nói rằng )(xf  có giới hạn hữu  

    hạn tại a hoặc tại  . Ngược lại )(xf có giới hạn là  , nói rằng nó có giới hạn  

   vô hạn. 

B. Định nghĩa giới hạn một phía. 

           1. Ta nói rằng f  có giới hạn trái tại a là 1l  nếu 

              1( 0) ( 0 ( ( ) )) ( :  0 ( ) ).a X x a x f x l                 

  2. Ta nói rằng f  có giới hạn phải tại a là 2l  nếu 

              2( 0) ( 0) ( :  0 ( ) ).x x a f x l                

           Điều kiện cần và đủ để  lxf
ax




)(lim  là .)()( lafaf                         

  Tính chất của hàm có giới hạn. 

A. Sự liên hệ với dãy số  

          Để )(xf  có giới hạn là l  tại a điều kiện cần và đủ là mọi dãy  nu  trong  X hội  

        tụ về a thì luf n
n




)(lim  

B. Tính duy nhất của giới hạn      

         Nếu lxf
ax




)(lim  thì l  là duy nhất. 

C. Tính bị chặn  

          Nếu lxf
ax




)(lim  thì )(xf bị chặn trong một lân cận đủ bé của a. 

D. Tính chất thứ tự của giới hạn và nguyên lí kẹp. 

          Giả sử lxf
ax




)(lim . Khi đó: 

                1.  Nếu  lc   thì trong lân cận đủ bé của )(: xfca   . 
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                 2.  Nếu  dl   thì trong lân cận đủ bé của. dxfa )(:   

            Giả sử lim ( )
x a

f x l


 . Khi đó 

                1.  Nếu )(xfc   trong lân cận của a thì lc   

                2.  Nếu dxf )(  trong lân cận của a thì dl   

                3.  Nếu dxfc  )(  trong lân cận của a thì dlc  .        

            Nguyên lí kẹp: 

     Cho ba hàm số hgf ,,  thoả mãn các điều kiện:  

       1. )()()( xhxgxf   trên X; 

       2. lxhxf
axax




)(lim)(lim . Khi đó lim ( )
x a

g x l


 .       

               Nếu trong lân cận của a có )()( xgxf   và 
x a
lim f (x)


   thì 


)(lim xg
ax

 

 E. Các phép tính đại số của hàm số có giới hạn 

          (Trường hợp giới hạn là hữu hạn): 

              1.  
x a x a

f (x) l f (x) l
 
    

              2.  
x a x a

f (x) 0 f (x) 0
 
    

              3.  1
x a

f (x) l

  và 2 1 2

x a x a
g(x) l f (x) g(x) l l

 
      

              4.  
x a x a

f (x) l .f (x) l,        
 
      

              5.  
x a

f (x) 0

  và ( )g x  bị chặn trong lân cận của 

x a
a f (x)g(x) 0


   

              6.  1
x a

f (x) l

  và 2 1 2

x a x a
g(x) l f (x)g(x) l l

 
    

             7.  1
x a

f (x) l

  và 1

2
x a x a

2

lf (x)
g(x) l 0

g(x) l 
          

       (Trường hợp giới hạn là vô hạn): 

    1.  Nếu  
x a

f (x)

  và g(x) m,m   trong lân cận của a thì 

x a
f (x) g(x)


   

    2.  Nếu  
x a

f (x)

  và 0)(  mxg  trong lân cận của a thì 

x a
f (x).g(x)


 . 

F. Giới hạn của hàm đơn điệu 

             Cho f :  (a,b) ,   a,b    hoặc ,a b R  và là hàm tăng. 

              1. Nếu ( )f x  bị chặn trên bởi M  thì  
( , )

lim ( ) Sup ( )
x b a b

f x f x M


   

              2. Nếu ( )f x  không bị chặn trên thì 


)(lim xf
bx
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G. Giới hạn của hàm hợp 

   Cho f :  X  ,   g :  Y     và  YXf )(     

           Nếu   
x a

f (x) b

  và g(y) liên tục tại b thì 

x a
g(f (x)) g(b)


  

  Các giới hạn đáng nhớ  

A.            1
sin

lim
sin

lim
00


 x

x

x

x
xx

                                                      

B.            e
xx

x

x

x

x







 






 



1
1lim

1
1lim                                              . 

C.           


xx
xx

lnlim              ,lnlim
0

                                       

D.            e
x

x
a

a

x
log

)1(log
lim

0





                                                                                     

E.            
0

1
lim ln ,   (0 1)

x

x

a
a a

x


                                          

F.             
 


 

 x

x
x

11
lim

0
                                                         

  Sự tồn tại giới hạn của các hàm sơ cấp    

      Hàm số sơ cấp xác định tại 0x  thì )()(lim 0
0

xfxf
xx




    

  So sánh các VCB 

      1.  Nếu 
x a

0






 thì người ta nói rằng   là VCB cấp  cao hơn   tại a và được kí hiệu    

 )( o  tại a, ta cũng nói rằng   là VCB cấp thấp hơn   tại a. 

      2.  Nếu 
x a

c 0



 


 thì người ta nói rằng  ,  là các VCB ngang cấp tại a. 

         Đặc biệt 1c , ta nói rằng  ,  là các VCB tương đương tại a. Khi đó người ta kí hiệu  

         ~  tại a. 

Rõ ràng nếu  
x a

c 0



 


 (  ,   ngang cấp tại a ) thì  c~  tại a. 

       3.  Nếu )( ko    thì nói rằng  là VCB có cấp cao hơn k so với VCB   tại a 

       4.  Nếu 0)(c      ~ kc  thì nói rằng   là VCB có cấp k so với VCB   tại a 

            Nếu 11 ~,~   tại a thì 
1

1limlim






axax 
  

            Nếu )( o  tại a thì  ~  tại a . 
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          Qui tắc ngắt bỏ VCB cấp cao: 

     Nếu *  là VCB cấp thấp nhất trong số các VCB   ,    1,  i i m     

     và *  là VCB cấp thấp nhất trong số các VCB   ,    1,  i i n    tại a, khi đó: 

               

                                                
*

*

1

1 limlim







axn

j
j

m

i
i

ax 











 

   So sánh các VCL 

Cho )(),( xBxA  là các VCL tại a 

  1.  Nếu 
x a

A(x)

B(x) 
  thì ta nói rằng )(xA  là VCL cấp cao hơn )(xB  tại a, hay B  là    

       VCL có cấp thấp hơn A  tại a 

   2.  Nếu 
x a

A(x)
c 0

B(x) 
   thì ta nói rằng BA,  là VCL ngang cấp tại a. 

     Đặc biệt 1c  thì nói rằng BA,  là các VCL tương đương tại a, kí hiệu BA ~  tại a. 

                Nếu 11 ~,~ BBAA  tại a thì 
)(

)(
lim

)(

)(
lim

1

1

xB

xA

xB

xA
axax 

  

                Nếu )(xA  là VCL cấp cao hơn )(xB tại a thì ABA ~ . 

              Qui tắc ngắt bỏ cácVCL cấp thấp: 

     Nếu *A  là các VCL cấp cao nhất trong số các VCL  ( ),  1,  2,...,  iA x i m  và *B  là   

     VCL cấp cao nhất trong số các VCL ( ),  1,  2,...,  jB x j n  tại a thì ta có 

                                     
)(

)(
lim

)(

)(
lim

*

*

1

1

xB

xA

xB

xA

axn

j
j

m

i
i

ax 











                                       

  Các khái niệm cơ bản về sự liên tục của hàm số 

A. Hàm liên tục tại một điểm 

Cho f :  X   và Xa . Người ta nói rằng hàm số )(xf  liên tục tại a nếu 

                                 lim ( ) ( )
x a

f x f a


    hay  lim ( ) (lim )
x a x a

f x f x
 

  

B. Hàm liên tục một phía tại a 

Cho f :   X ,  a X.   Người ta nói rằng hàm ( )f x  liên tục bên trái tại a nếu: 

                                 )()()(lim afafxf
ax
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và hàm số ( )f x  liên tục bên phải tại a nếu: 

                                 )()()(lim afafxf
ax

 

 
 

          Để hàm số )(xf  liên tục tại a điều kiện cần và đủ là: 

                                  )()()( afafaf                                                                                  

C. Hàm liên tục trên một khoảng 

        1. Nếu hàm số )(xf  liên tục tại mọi điểm Xx  thì ta nói rằng nó liên tục trên tập X . 

        2. Nếu hàm số )(xf  liên tục trên khoảng mở (a,b) và liên tục trái tại b, liên tục phải tại  

            a thì ta nói rằng nó liên tục trên đoạn kín [a,b] 

D. Điểm gián đoạn của hàm số 

        1.  Nếu )(xf  không liên tục tại a, ta nói rằng )(xf  có điểm gián đoạn tại ax  . 

        2.  Nếu a là điểm gián đoạn và ( ),  ( )f a f a   là các số hữu hạn thì ta gọi ax  là điểm   

            gián đoạn loại 1 của hàm số và gọi )()()(   afafah f  là bước nhảy của )(xf tại a. 

             Nếu )(xf tăng (giảm) ở lân cận điểm a để )(xf liên tục tại a cần và đủ là 0)( ah f . 

        3.  Nếu a là điểm gián đoạn của )(xf  và không phải là điểm gián đoạn loại 1 thì ta nói  

             rằng )(xf  có điểm gián đoạn loại 2 tại ax  . 

 E. Hàm liên tục từng khúc 

Cho hàm   f :  a,b ,   a,  b .    

Nói rằng hàm f  liên tục từng khúc trên  ba,  khi và chỉ khi hàm số có một số hữu hạn 

điểm gián đoạn loại 1 trên đoạn đó, chính xác là *n   và     1
10 ,,...,,  n

n baaaa  sao cho 

baaaa n  ...10  và f  liên tục trên tất cả các khoảng mở  1, ,  0,  1,...,  1i ia a i n    

và có giới hạn phải hữu hạn tại ia , có giới hạn trái hữu hạn tại 1ia                                                                                                  

  Các phép toán đại số của hàm liên tục 

    Cho các hàm số f ,g :  X ,  a X,     

1.  Nếu )(xf  liên tục tại a thì )(xf  liên tục tại a. 

2.  Nếu )(),( xgxf  cùng liên tục tại a thì tổng )()( xgxf   liên tục tại a. 

3.  Nếu )(xf  liên tục tại a thì )(xf  liên tục tại a. 

4.  Nếu )(),( xgxf  liên tục tại a thì tích ( ) ( )f x g x  liên tục tại a. 

5.  Nếu )(),( xgxf  liên tục tại a và 0)( xg  thì 
)(

)(

xg

xf
 liên tục tại a. 

    Phép hợp các hàm số liên tục  

                Cho f : X ;  a X,  g : Y     và .)( YXf   Nếu )(xf liên tục tại a và     

               )( yg  liên tục tại )(afb   thì hàm hợp ))(( xfg  liên tục tại a. 
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   Sự liên tục của hàm số sơ cấp   

               Mọi hàm số sơ cấp xác định tại ax   thì liên tục tại a.  

   Tính chất của hàm số liên tục trên một đoạn  

  Cho  f :  a,b   là liên tục, ba  . 

          1.  Nếu )(xf  liên tục trên  ba,  và 0)().( bfaf  thì tồn tại  bac ,  để 0)( cf  

          2.  Nếu )(xf  liên tục trên  ba,  khi đó )(xf  nhận giá trị trung gian giữa )(af   

               và )(bf  nghĩa là: 

                                   ( ( ), ( ) ) ( , :  ( ) )f a f b c a b f c       

          3.  Hàm số )(xf  liên tục trên  ba,  thì đạt được giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trên  

               ba,  nghĩa là: 

                 ( ,  , )  ( ,m Mx x a b x a b      ( ) ( ) ( ))m Mf x f x f x   

          4.  Nếu  f :  a,b   liên tục thì      f a, b m, M   

       trong đó 
   , ,
Inf ( ),  Sup ( )
a b a b

m f x M f x   

  Tính liên tục đều 

         Cho f :     X  . Nói rằng f  liên tục đều trên X  nếu 

                 2( 0) ( 0) ( ', " :  ' " ( ') ( ") )x x X x x f x f x               

                    Nếu )(xf  liên tục đều trên X  thì liên tục trên X . 

         Định lí Hâyne (Heine). 

           Nếu )(xf liên tục trên đoạn đóng  ba, , a, b  thì liên tục đều trên  ba, . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



Chương 2:  Hàm số một biến số 

 83

 

BÀI TẬP CHƯƠNG II 

2.1.  Cho hàm số f (x) arccos(lgx) . Tính  
1

( ),  (1),  (10)
10

f f f . 

2.2.  Tìm miền xác định và miền giá trị của các hàm số: Cho hàm số 

        a. 22)( xxf  ,               b.  
1

1
)(

2 


x
xg , 

        c.  xxxh  2)( ,           d.  xxk  2)(  . 

2.3.  Xét xem hàm số có chẵn hoặc lẻ không và phác hoạ đồ thị của nó. 

        a.  xxf )( ,                 b.   12)( 2  xxxg , 

        c.   
24

1
)(

x
xh


 ,       d.   2)(  xxxk . 

2.4.  Xét xem hàm số nào tuần hoàn và tìm chu kì của nó 

        a.  xxf 3sin10)(  ,          b.   xxg 2sin)(  , 

        c.   ( ) tgh x x ,                d.    xxk sin)(  . 

2.5.  Tìm hàm ngược của các hàm số sau: 

        a.  32  xy ,                    b.   2 1,  0y x x    , 

        c. 3 31 xy  ,                    d.    
2

lg
x

y  . 

2.6.  Cho f ,g :     sao cho 

               0)()()()(,),( 2  ygxgyfxfRyx  

           Chứng minh rằng có ít nhất một trong hai ánh xạ là ánh xạ hằng. 

2.7.  Tìm tất cả các ánh xạ f :     sao cho: 

         a.  2x ,   f (x)f (x 1) sin x     

         b.  3x ,  xf (x) f (1 x) x 1       

         c.  2 2 2(x, y) ,   f (x y ) f (x ) f (y)      

         d.  2 2 2(x, y) ,   f (x y) f (x y) 2y(3x y )        

         e.  3 1
(x, y, z) ,   f (x.y) f (x.z) 2f (x).f (y.z)

2
     . 

2.8.  Giải phương trình 

                                  18 10x x 544,   x     

2.9.  Cho f :       sao cho  
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    f f x  tăng và    f f f x  giảm ngặt 

      Chứng minh rằng  f x  giảm ngặt. 

 

2.10.  Tìm các giới hạn  

          a. 
 

 103

202

2 1612

2
lim




 xx

xx
x

  ,                       b. 
1

...
lim

2

1 


 x

nxxx n

x
, 

          c. 
12

12
lim

50

100

1 


 xx

xx
x

 ,                               d. 
 

2

1

)(

)(
lim

ax

axnaax nnn

ax 
 


. 

2.11.  Tìm các giới hạn  

 a. 
1

lim



 x

xxx
x

 ,                         b. 
12

lim
43




 x

xxx
x

. 

2.12. Tìm các giới hạn  

a. 
x

xx nm

x

 


11
lim

0
,                        b. 

x

xx nm

x

11.1
lim

0





. 

2.13. Tìm các giới hạn  

a. 
ax

ax
ax 




sinsin
lim   ,                                b. 

30

1 tg 1 sin
lim
x

x x

x

  
, 

          c. 
x

xxx
x cos1

3cos.2cos.cos1
lim

0 



 ,                 d. 

x

xx
x 2

3

0 sin

coscos
lim




. 

2.14. Tìm các giới hạn  

          a. 
45

2
lim

24 


 xx

x
x

                                    b. xxx
x




3 23 1lim  

2.15. Tìm các giới hạn  

a. 
x

x

x xx

xx 

 








 1

2

2

2

12

13
lim ,                           b. 

1

1

2

2

1

1
lim




 








 x

x

x x

x
, 

          c.  x
x

x
1

0
21lim 


  ,                                      d.  x

x
x

1

0
coslim


 . 

2.16. Tính các giới hạn 

a.   tgx

x

xsinlim

2




,                                        b.     xg

x
x

2cot2

0
1lim 


,                       

c.  
x

x x

tgx sin

1

0 sin1

1
lim 











,                                d.    

0
lim sin

x

x
x


 .   
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2.17.  Tính các giới hạn 

a.   xx
x

lnsin)1ln(sinlim 


 ,                b.    2 1lim , 0,             n n

n
n x x x


   

c. . 
xx

ee xx

x 



sinsin
lim

0 



 ,                            d.   

 
 x

x

x e

e
2

3

3ln

2ln
lim





. 

 

2.18.  Tìm các giới hạn sau: 

          a.  
0

1
lim cos
x

x
x

   ,                                       b.  
sin dÊu nn

xsin...sinsinlim


, 

          c.  





 x
x

x

1
lim

0
 , 

1

x
 
  

là phần nguyên của x .      d.  2limSgn sin ( )
n

n x


   . 

2.19.  Xét sự liên tục của các hàm số sau: 

 a. xxf )(  ,                                         b. 

2 4
     khi 2

( ) 2
             khi 2

x
x

f x x
A x

 
 

 

, 

          c. 
*1

sin    khi  0,
( )

0             khi   0

nx x n
f x x

x

   
 


,   d. 

sin   khi         
( )

0         khi  \      

x x
f x

x

 
  



 
, 

e.  
1   khi       

( )     
  khi  \       

   

x
f x

x x


  



    ,        f. 

2

2

     khi       
( )      

  khi  \        

  

x x
f x

x x

  
 



   

2.20.  Chứng minh rằng nếu các hàm )(xf  và )(xg  liên tục thì các hàm 

                       
 
 )(),(max)(

)(),(min)(

xgxfx

xgxfx




 

 cũng là hàm liên tục .  

2.21.  Xét tính liên tục của hàm hợp ))(( xgf  và ))(( xfg  nếu 

         a. ( ) Sgnf x x  và 21)( xxg  , 

         b. ( ) Sgnf x x  và  xxxg  1)( . 

2.22.  Tìm tất cả các hàm )(xf  thoả mãn: 

         a. liên tục tại 0x  và x   có )()3( xfxf   

         b. liên tục tại 0x  và x   có 









21

)(
x

x
fxf  

         c. liên tục tại 1x  và x   có )()( 2xfxf   

 



Chương 2:  Hàm số một biến số 

 86

 

2.23.  Hàm )(xf  liên tục trên  1,0  và chỉ nhận giá trị hữu tỉ và
2

1

2

1









f .  Hãy tính giá  

 trị 










2

2
f  

2.24.  Cho )(xf  và )(xg  là hai hàm số liên tục trên  ba, và )()( xgxf   tại mọi x  là  hữu  

 tỉ. Chứng minh )()( xgxf   trên  ba, . 

 

2.25.  Chứng minh rằng mỗi phương trình đại số bậc lẻ có ít nhất một nghiệm thực. 

2. 26.  Chứng minh hàm số 
x

xf
1

)(   liên tục trên  (0,1) nhưng không liên tục đều trên (0,1). 

2.27.   Chứng minh rằng hàm số  

                                 
x

xf


 sin)(  

 liên tục và bị chặn trên   (0,1) nhưng không liên tục đều trên (0,1). 

2.28.  Chứng minh hàm số 2)( Sinxxf   liên tục và bị chặn trên   nhưng không liên tục đều   

          trên   

2.29.  Chứng minh rằng nếu )(xf  liên tục trên  ,a  và tồn tại giới hạn hữu hạn                                    

                                                   cxf
x




)(lim  thì 

      )(xf  bị chặn trên  ,a    và )(xf  liên tục đều trên  ,a  

2.30.  Chứng minh rằng hàm số  

                                  
x

x
xf

sin
)(   

       a. liên tục đều trên mỗi khoảng )1,0(),0,1( , 

       b. không liên tục đều trên  0\)1,1( . 

2.31.  Chứng minh rằng nếu hàm )(xf  đơn điệu bị chặn và liên tục trên  ba,  thì liên tục đều    

          trên ),( ba .   

2.32. Cho )(xf  là hàm số tăng và liên tục trên  ba, ,thoả mãn điều kiện  

                                                      bbfaaf  )(,)( . 

         Người ta lấy  bax ,1   và xác định dãy số  nx  với 1),(1  nxfx nn      

         Chứng minh rằng tồn tại *lim xxn
n




 và **)( xxf  . 

2.33.  Cho gf ,  là các ánh xạ liên tục của  1,0  lên chính  1,0 .  

          Chứng minh rằng tồn tại   1,00 x  để có  ))(())(( 00 xgfxfg  . 
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2.34.  Tồn tại hay không hàm liên tục f :         thỏa mãn 

                        

                       x

x

v \ khi  x
f (x)

h         khi  x \

 
   

  

  
 

2.35.  Cho   và f ,g :     (a, b)  . Chứng minh rằng: 

       a. Nếu f  liên tục đều thì f  liên tục đều.     

       b. Nếu gf ,  liên tục đều thì gf   liên tục đều. 

       c. Nếu f  liên tục đều và 0c  sao cho  baxcxf ,,)(   thì 
f

1
 liên tục đều. 

       d. Nếu gf ,  liên tục đều và tồn tại hàm hợp fg0  thì fg0  liên tục đều. 
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    CHƯƠNG III.  PHÉP TÍNH VI PHÂN HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ 

Một trong các phép tính quan trọng nhất của toán học chính là phép tính đạo hàm, gắn 
liền với nó là phép tính vi phân. Khái niệm đạo hàm là một trong những tư tưởng toán học có 
ý nghĩa nhất. Nó được ứng dụng rộng rãi trong tất cả các ngành khoa học tự nhiên và xã hội. 

3.1. ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ 

Từ nay về sau, nếu không có gì chú ý thêm ta luôn kí hiệu : ,  f X X    và X  

không thu về một điểm, nói cách khác X  là một khoảng nào đó trên  , và X  là tập các ánh 

xạ đã nói ở trên, còn fC  là đồ thị của hàm số f . 

3.1.1. Đạo hàm tại một điểm 

3.1.1.1. Định nghĩa đạo hàm tại một điểm  

Cho ,  ,  Xa X a h X f    . Người ta nói rằng f  khả vi tại a nếu tồn tại giới hạn  

hữu hạn 

                                     
h

afhaf
h

)()(
lim

0




                                                    (3.1) 

Giới hạn này thường kí hiệu )(' af  hay )(a
dx

df
 và được gọi là đạo hàm của f  tại a. 

Tỉ số 
x

af

h

afhaf


 )()()(




 được gọi là tỉ số của số gia hàm số và số gia đối số. 

Nếu hàm số được kí hiệu là ( )y f x  thì đạo hàm tại a cũng được kí hiệu '( )y a . Đạo  

hàm '( )y a  biểu thị tốc độ thay đổi của hàm số ( )y x  tại a. 

3.1.1.2. Định nghĩa đạo hàm một phía 

         1.  Cho XhaXa  , . Người ta nói rằng f khả vi phải tại a nếu tồn tại giới hạn  

               hữu han  

                                    
h

afhaf
h

)()(
lim

0




                                                    (3.2) 

    Giới hạn này kí hiệu là )(' af p và gọi là đạo hàm phải của f tại a. 

         2.  Cho ,  a X a h X   . Người ta nói rằng f khả vi trái tại a nếu tồn tại giới hạn  

              hữu hạn  

                                     
h

afhaf
h

)()(
lim

0




                                                   (3.3) 

   Giới hạn này kí hiệu là )(' aft và gọi là đạo hàm trái của f tại a. 
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Hệ quả 1:  Để f  khả vi tại a điều kiện cần và đủ là f  khả vi trái và phải tại a đồng thời                            

                                               )(')(')(' afafaf pt                                                (3.4) 

Hệ quả 2: (điều kiện cần của hàm khả vi) Nếu f  khả vi tại a thì f  liên tục tại a 

Chứng minh:  Lấy *h  sao cho Xha     

     Ta có thể biểu diễn        
h

afhaf
hafhaf

)()(
.)()(


       

      mà  
0 0

( ) ( )
'( ) ( ) ( )

h h

f a h f a
f a f a h f a

h  

 
    . Chứng tỏ f liên tục tại a. 

Chú ý:  

a. f có thể liên tục tại a nhưng không khả vi tại a. Chẳng hạn các hàm dưới đây và đồ   

thị của chúng được cho trên hình 3.1 sẽ mô tả điều đó 

                 * f    cho bởi xxf )( , liên tục tại 0 nhưng không khả vi tại 0 vì 
h

h
 không có   

            giới hạn khi 0h , cụ thể ta có :     )0('11)0(' pt ff   

                 * f    cho bởi xxf )(  liên tục tại 0 nhưng không khả vi tại 0 vì với *h                         

             ta có  
0

1
h

h

h h 
    

x
x

y

x1

1

O

y

O

 

( )f x

x

                                                                  H.3.1                                                                                                  

                   * f    cho bởi 











00

0,
1

sin.
)(

x

x
x

x
xf

               

     
 

                   liên tục tại 0 vì 
0

( ) 0 (0)
x

f x x f


    nhưng không khả vi.  
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            Thật vậy tỉ số 
hh

h
h 1

sin

1
sin.

  không có giới hạn khi 0h  

b.  Nếu f  khả vi phải (hoặc trái) tại a thì f  liên tục phải (hoặc trái) tại a. 

c.  Nếu f  đồng thời khả vi phải và trái tại a thì f  liên tục tại a. 

3.1.1.3. Ý nghĩa hình học của đạo hàm 

Nế u f  khả vi tại a thì tồn tại tiếp tuyến của đồ thị fC  tại điểm ))(,( afaA . Tiếp tuyến 

này không song song với trục Oy và có hệ số góc là )(' af . 

Trường hợp f  không khả vi tại a mà tồn tại )(' aft  và )(' af p . Lúc đó người ta gọi điểm 

fCafaA ))(,(  là điểm góc của fC ,và hai bán tiếp tuyến tại A không song song với nhau. 

Trường hợp f  không khả vi tại a nhưng có 

        
0

( ) ( )
 

h

f a h f a

h 

 
  hoặc    hoặc  

0

( ) ( )
 

h

f a h f a

h 

 
  hoặc      

thì tại ))(,( afaA  đường cong fC  có một bán tiếp tuyến song song với Oy.  

Hình 3.2. mô tả các nội dung trên.                                                                                

                                                                                          

( )f a( )f a

aa

fC

fC

                                                                       H.3.2                             

                                                                          

3.1.1.4. Ý nghĩa vật lí của đạo hàm 

A. Công thức tính vận tốc          

Cho chất điểm chuyển động tại thời điểm t được định vị bởi véc tơ bán kính )(tr  

(Xem hình 3.3.a) 

  Giả sử )(trr   là phương trình chuyển động của chất điểm cho dưới dạng véc tơ, 

tương ứng tại thời điểm 21,tt  véc tơ bán kính của chất điểm là 1 2( ),  ( )r t r t
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 Người ta gọi   
12

12

12

)()(

tt

trtr

tt

r
vTB 








   là vận tốc trung bình của chất điểm từ thời 

điểm 1t  đến 2t  

O

x

y

z

L

H.3.3.a H.3.3.b

)(tr


)(tv


 

Vận tốc tức thời )( 1tv của chất điểm tại thời điểm 1t  được xác định là giới hạn của tỉ số 

trên khi 012  tt  

                                  )(
)()(

lim)( 1

.

12

12
1

12

tr
tt

trtr
tv

tt








 

Vậy vận tốc tức thời của chất điểm chính bằng đạo hàm của véc tơ bán kính theo thời gian t. 

B. Công thức tính cường độ của dòng điện cảm ứng          

Cho cuộn cảm với hệ số cảm ứng là L (Xem hình 3.3.b) 

 Giả sử ( )t    là từ thông qua cuộn cảm tương ứng tại thời điểm 21,tt   1 2( ),  ( )t t   

 Người ta gọi   2 1

2 1 2 1

( ) ( )
TB

t t

t t t t

 
  

 
   là cường độ trung bình của dòng điện cảm 

ứng từ thời điểm 1t  đến 2t . 

 Cường độ dòng điện cảm ứng tai thời điểm 1t : ( )i t , được tính theo công thức 

                                  
2 1

2 1
1 1

2 1

( ) ( )
( ) lim '( )

t t

t t
i t t

t t

 
  


 

Vậy cường độ dòng cảm ứng chính bằng đạo hàm của từ thông theo thời gian t. 

3.1.2. Các phép tính đại số của các hàm khả vi tại một điểm 

Định lí 3.1: Cho f  và g  khả vi tại a khi đó  

1. gf   khả vi tại a và )(')(')()'( agafagf   

2. ,  f  khả vi tại a và ( ) '( ) '( )f a f a   

3. fg  khả vi tại a và ( ) '( ) '( ) ( ) ( ) '( )fg a f a g a f a g a                                 (3.5) 
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4. Nếu 0)( ag  thì 
g

f
 khả vi tại a và 

'

2

'( ) ( ) ( ) '( )
( )

( )

f f a g a f a g a
a

g g a

  
 

 
 

Chứng minh : 

1.      
0

1 1 1
 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( ) '( )

h
f g a h f g a f a h f a g a h g a f a g a

h h h 
             

2.     
0

1 1
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) '( )

h
f a h f a f a h f a f a

h h
   


       

3.       1 1
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fg a h fg a f a h f a g a h f a g a h g a

h h
          

        

         
0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( ) '( )

h
f a h f a g a h f a g a h g a f a g a f a g a

h h 

              
   

    

      bởi vì 
h 0

g(a h) g(a)


   do g khả vi tại a. 

4.  Trước hết chứng minh 
)(

)('
)(

1
2

'

ag

ag
a

g









 

Vì )(xg  liên tục tại a và 0)( ag  vậy g khác không trong một lân cận của a, do đó tồn 

tại hàm 
g

1
 xác định ở lân cận của a, với h đủ bé thì 

               
)()(

)()(1

)(

1

)(

11
)(

1
)(

11

aghag

aghag

haghagh
a

g
ha

gh 







































 

                 
)(

1
).('

)()(

1
.)()(

1
2 ag

ag
aghag

aghag
h




  

 Từ đó suy ra  

)(

)(')()()('

)(

)('
).(

)(

1
).(')(

1
)(

22

''

ag

agafagaf

ag

ag
af

ag
afa

g
fa

g

f 





















. 

Định lí 3.2: (Đạo hàm của hàm hợp). 

   Cho a X,    f : X ,    g : Y     với YXf )( . Nếu f  khả vi tại a và g khả vi   

   tại )(af  thì hàm hợp gof  khả vi tại a và  

                               ).('.)(')()'( afafgagof                                                   (3.6) 

Chứng minh: 

   Ta lấy h  tuỳ ý bé sao cho Xha   và lập hàm số                       

                      1

( ) ( )
'( )  khi 0

( )
0                                      khi 0

f a h f a
f a h

h h
h
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Từ đó suy ra )()(')()( 1 hhahfafhaf   trong đó  1
h 0

(h) 0


   

Lấy k  tuỳ ý sao cho Ykaf )( và ta lập hàm số 

                 
     













00

0)('
)()(

)(2

k

kafg
k

afgkafg
k

    nÕu                                                  

   nÕu
  

Ta suy ra       )()(')()( 2 kkafkgafgkafg   trong đó 2
0

( ) 0
k

k

  

h   sao cho Xha   thì 

     )()(')()()( 1 hhahfafghafghagof                                 

         )()('.)()(')(')()(')( 1211 hhahfhhahfafghhahfafg    

              )()(')(')( hhafgahfafg   

trong đó      )()('.)()(')(')()( 1211 hhahfhafafghh    

vì  1 2
h 0 k 0

(h) 0,   (k) 0
 

     suy ra 
h 0

(h) 0


  . Dẫn đến 

           
     

h 0

gof (a h) gof (a)
f '(a)g ' f (a)

h 

 
  

Định lí 3.3: (Đạo hàm của hàm ngược). 

   Giả sử  f : X   đơn điệu ngặt, liên tục trên X , khả vi tại Xa  và 0)(' af  

   Khi đó hàm ngược của f là 1f :  f (X)   khả vi tại )(af và 

                               
)('

1
)(

'1

af
aff                                                             (3.7) 

Chứng minh: Theo giả thiết, f  là một song ánh vậy tồn tại hàm ngược 1f  liên tục trên 

)(Xf .  )(\)( afXfy   . Chúng ta xét  

                             
 

)('

1

)(

)(
1

)(

)()(

1

11

af
ayf

afyafy

affyf













nếu 0)(' af   

Chứng tỏ 1f  khả vi tại )(af  và       1)('.)(
)('

1
)(

'1'1   afaff
af

aff  

Nếu gọi 1f
C  là đồ thị của hàm 1f  thì các tiếp tuyến tại   fCafaA )(,  

  1),(' 
f

CaafA  đối xứng với nhau qua đường phân giác của góc phần tư thứ I và III  

Hình 3.4. mô tả điều đó  

3.1.3. Đạo hàm trên một khoảng (ánh xạ đạo hàm)                 

A. Định nghĩa: Cho Xf   khả vi tại mỗi điểm x (a,b)   
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    Người ta kí hiệu ánh xạ f ' :  (a,b)                         

                                                   )(' xfx   

là ánh xạ đạo hàm hay đạo hàm của )(xf  trên (a,b) và thường kí hiệu )(' xf  hay  

( )
,  ( , )

df x
x a b

dx
  . Khi đó người ta cũng nói rằng )(xf  khả vi trên ( , )a b   

 

                       y                                                                                    y 

                                            1f
C  

                     

                                                            fC  

                 a                                                                                           

                                                       0)(' af                          f(a)                     0)(' af  

               f(a) 

                                                                                                O                  a                      x 

                  O                        a                                  x                                                                                                 

                                                                  

                                                                                   H.3.4 

 B. Các tính chất 

Các định lí dưới đây suy ra một cách dễ dàng từ các định lí ở mục 3.1.2. 

Định lí 3.4: Cho f ,g : X   khả vi trên X ,  ( kí hiệu Xba ),( ) khi đó. 

1. gf   khả vi trên X  và '')'( gfgf   

2. ,  f  khả vi trên X  và ')'( ff    

3. gf .  khả vi trên X  và '')'.( fggfgf                                                     (3.5)’ 

4. 0)( xg  trên X  thì 
g

f
 khả vi trên X  và 

2

'
''

g

fggf

g

f 









 

Bằng phép qui nạp, ta nhận được:  

Nếu *n  và 1 2,  ,...,  nf f f  khả vi trên X  thì 

        


n

i
if

1

khả vi trên X  và 









 n

i
i

n

i
i ff

1

'

1

'  

       


n

i
if

1

 khả vi trên X  và 














 n

k
nkkk

n

i
i ffffff

1
1

'
11

'

1

......  

Định lí 3.5:  Cho Xf   và Yg . Nếu f khả vi trên X  và g khả vi trên )(Xf  thì gof  khả  

                    vi trên X  và ta có công thức: 
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                                    ')'()'( fofggof                                                           (3.6)’ 

           Tương tự ta nhận được  ')')('()'( fofgogofhhogof   

Định lí 3.6: Cho Xf   đơn điệu ngặt trên X , khả vi trên X  và 0)(' xf  trên X  khi đó   

                  1f   khả vi )(Xf trên  và ta có công thức: 

                                     
'

1
)'( 1

f
f                                                                      (3.7)’ 

3.1.4. Đạo hàm của các hàm số thông dụng 

A. Hàm số mũ 

Cho ( ) ,  xy x a x   

       
( ) ( ) 1

ln
x h x h

x xy x h y x a a a
a a a

h h h

   
    (nhờ vào công thức (2.6)) 

Vậy hàm mũ khả vi trên  và '( ) lnxy x a a . Đặc biệt xx ee )'(                    (3.8) 

 B. Hàm số lôgarit 

Cho *
ay(x) log x,  x   . Hàm ngược của nó là yax   

     
axaa

yaax
y

y

ln

1

ln

1
'ln'                                                   (3.9) 

          Đặc biệt         xy ln  thì 
x

y
1

'                                                                      (3.10) 

C. Hàm luỹ thừa 

Cho y(x) x ,  ,  x
    .Lấy lôgarit cả hai vế sẽ có xy lnln   

Sử dụng đạo hàm của hàm hợp ta có 

                                        1'
1'   xy
xy

y
                                               (3.11) 

         Trường hợp 0x  và tuỳ theo   khi biểu thức 1x  xác định thì ta vẫn nhận được công   

thức trên 

 D. Hàm lượng giác 

Cho  ( ) sin ,   1,1f x x f   
 

   
sin( ) sin cos 1 sin

sin cos
x h x h h

x x
h h h

  
   

22sin sin2sin cos

h
h

x x
h h

   

Theo công thức (2.1) suy ra 

2

h 0 h 0

h
2sinsinh 21,    0

h h 
   

Vậy                                   (sin x) ' cos x,    x                                            (3.12) 

 



Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

                                                                97

 

Tương tự có thể chỉ ra  xxf cos)(   cũng khả vi trên  và      

        xxxxx sin
2

cos)'(cos
2

sincos 





 






 


                             (3.13) 

Tương tự chỉ ra được tgx  khả vi trên \ k , k
2

    
 

   đồng thời 

                      
' 2 2

2
2 2

sin cos sin 1
(tg ) ' 1 tg

cos cos cos

x x x
x x

x x x

      
 

               (3.14) 

 và cotgx khả vi trên  \ k , k    đồng thời ta nhận được công thức 

                     2
2

1
(cotg ) ' (1 cotg )

sin
x x

x
     .                                             (3.15) 

E. Hàm lượng giác ngược          

Cho   1,1
( ) arccos ,  0,y x x y     ta sẽ chứng minh ( )y x  khả vi trên khoảng )1,1( . 

Thật vậy, hàm ngược của nó yyxyx 2cos1sin'cos    .  vì ),0( y  

Vậy       
22 1

1

cos1

1
)'(arccos

xy
x





 , 

21

1
)'(arcsin

x
x


             (3.16) 

Tương tự ta có    
2

1
(arctg ) '

1
x

x



,     

2

1
(arccotg ) '

1
x

x
 


                          (3.17)                                

F. Hàm cho dưới dạng tham số 

Cho Xf   dưới dạng tham số:  

                         x :  ( , ) X,        y :  ( , )       

Hay                
( )

( )       khi ( , )

x t

y t t T


  


   

 

Khi t thay đổi trên khoảng  ,  thì điểm     ,M t t  vạch nên một đường cong C 

trong mặt phẳng tọa độ Oxy. Người ta nói rằng hệ phương trình trên xác định một hàm số cho 
dưới dạng tham số và cũng là phương trình tham số của đường cong C  

Nếu yx,  khả vi trên T, tồn tại hàm ngược )(1 xt    khả vi và )(' t  khác không trên 

T, thì theo công thức tính đạo hàm của hàm số ngược và hàm số hợp sẽ nhận được  

                                  
)('

)('

t

t

dx

dy




                                                                       (3.18)                             

G. Đạo hàm lôgarit 

Nếu f có dạng tích của các nhân tử với số mũ cố định hay )(,0)(, xvvxuuuf v  , 

thì ta có thể xét đạo hàm lôgarit của f  tương tự như hàm luỹ thừa trong mục C hoặc hàm số 

mũ trong mục A. Sau đó ta sử dụng định lí đạo hàm của hàm hợp. 
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Thật vậy   vuxf )(  trong đó ,  ,      còn các hàm ( ),  ( ),  ( )u x v x x  khả vi 

trên X  và luôn dương trên X . Từ đó ta có:                  

                      lnlnln)(ln  vuxf  

                    

 ''''


v

v

u

u

f

f
. )(

'''
)(' xf

v

v

u

u
xf 






 




  

hoặc có thể biểu diễn  

                      wvuexf lnlnln)(       

Nếu ( )( ) ( )v xf x u x thì có thể biểu diễn ( ) ln ( )( ) v x u xf x e . Các cách tính đạo hàm thông 

qua công thức đạo hàm của hàm lôgarit gọi là đạo hàm lôga. 

H. Bảng các đạo hàm của các hàm số thông dụng     

y C const,   x                             y ' 0,   x         

1
1y x , ,    x X                           y ' x ,   x X X              

y sin x,   x                                     y ' cos x,  x        

y cos x,  x                                     y ' sin x,  x                           

          2
2

1
y tgx,  x \ k ,k           y ' 1 tg x,  x \ k ,  k

2 cos x 2

                    
   

                     

    2
2

1
y cot gx, x \ k ,  k       y ' (1 cot g x),   x \ k ,  k

sin x
                  

 x xy a , x                                         y ' a ln a,  x        

 * *
a

1
y log x,  x                                 y ' ,  x

x ln a         

  
2

1
y arcsin x,  x 1,1                        y ' ,  x ( 1,1)

1 x
       


 

  
2

1
y arccos x,  x 1,1                        y ' ,  x ( 1,1)

1 x
        


 

 
2

1
y arctgx,  x                                   y ' , x

1 x
     


   

 
2

1
y arc cot gx,  x                              y ' , x

1 x
      


   

 y shx,  x                                       y ' chx,  x        

 y chx,  x                                       y ' shx,  x        

 2
2

1
y thx,   x                                      y ' 1 th x,  x

ch x
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   2
2

1
y coth x,  x \ 0                             y ' 1 coth x, x \ 0

sh x
           

Ví dụ 3.1:   Hãy tính đạo hàm tại 0 của các hàm số sau (nếu có) 

 

1. 











00

0
1

sin
)(

2

1

x

x
x

x
xf

               

     
 

2. 3

1

2 )( xxf   

3. 3

2

3 )( xxf   

Giải:  

1.   

2

1 1

h 0

1
h sinf (h) f (0) 1h h sin 0 f '(0)

h h h 


      

2.   

1

3
2 2

2 h o
3

f (h) f (0) h 1

h h
h




    , )(2 xf không khả vi tại 0 

3.   

2

3
3 3

1
h 0

3

f (h) f (0) h 1

h h
h




     

                                             
h 0
   , chứng tỏ )(3 xf không khả vi tại 0 

Ví dụ 3.2:   Cho Xf   khả vi tại Xa . Hãy tìm 

                     
h

hafhaf
h

)()(
lim

2

0




 

Giải: 

        )('
)()()()()()(

2

22

af
h

afhaf

h

afhaf
h

h

hafhaf









 

Ví dụ 3.3:   Chứng tỏ rằng f   cho bởi biểu thức dưới đây không khả vi tại mọi x  

                                  
x 1,     x

f (x)
3 x,      x \

 
   



 
 

Giải:   Ta nhận thấy tập   và \   đều trù mật. Ta lấy 0x   

                   0

\

0 3)(lim1)(lim
00

xxfxxf
QRx

xx
Qx

xx








             ,   

  Để liên tục tại 0x  thì 131 000  xxx   

           Vậy hàm không khả vi tại 1x  vì không thoả mãn điều kiện cần của hàm khả vi 
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          Ta xét 
h 0,h

f (1 h) f (1) h
1 h  ,          1

h h  

 
   


  

       

         Ta xét 
h 0,h \

f (1 h) f (1) h
1 h \  ,          1

h h  

 
     

 
           

          Vậy không tồn tại )1('f . Tóm lại, hàm số không khả vi x   

Ví dụ 3.4:   Cho f và g  khả vi tại a. Hãy tính  

                     
ax

xgafagxf
ax 




)()()()(
lim  

Giải:  

        Ta lập hàm số )()()()()( xgafagxfxh   khả vi tại a và 0)( ah  

                     )('
)()(

lim
)()()()(

lim ah
ax

ahxh

ax

xgafagxf
axax










 

                  )()(')()(' afagagaf                                               

Ví dụ  3.5: Vẽ các đồ thị của hàm số và đạo hàm của các hàm số sau đây. 

1. xxy   

2. xy ln  

Giải: 

        Trước hết ta hãy tính )(' xy  

1. 
2

2

 khi 0

    khi 0

x x
y x x

x x

   


 
2   khi  0

'
2      khi  0

x x
y

x x

 
   

 

     xyyyy
x

x
y ptp

x
t 2'0)0(')0('0)0('0lim)0('

2

0






    .     ,   trên   

2.  
ln( )  khi  0

ln
ln        khi  0

x x
y x

x x

 
   

   

1
( 1) khi  0

'
1

           khi  0

x
xy

x
x

    
 


   
x

y
1

'  với *x  

    Hình 3.5 mô tả các đồ thị của các hàm số y và y’ 

Ví dụ  3.6 :   Tính đạo hàm 'xy  của hàm số   

     
2ln(1 )

arctg

x t

y t t

  


 
 

Giải:                      
2

2

2

1
1( arctg ) 1'

2ln(1 ) 2
1

x

dy d t t tty
tdx d t
t
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y, y’

x1-1

-1

2

1

o

y’ y

1 2

1

2

y, y’

x

y’

y

-2

-1

-1-2
o

 

                                                      H.3.5 

3.2. VI PHÂN CỦA HÀM SỐ 

3.2.1. Định nghĩa vi phân tại một điểm 

Cho Xf ,  f khả vi tại Xa . Vi phân của f  tại a được kí hiệu là d ( )f a  và được xác 

định bởi công thức 

                                       d ( ) '( ). ,       f a f a h h                                            (3.19)  

 Từ định nghĩa ta nhận thấy d ( )f a  là một hàm tuyến tính của h . 

 Xét hàm số xxf )(  trên  , f '(x) 1, x    vậy d 1.x h .Từ đó ta suy ra  

                                      d ( ) '( )df a f a x .                                                        (3.19)’ 

Hệ quả:  Để )(xf  khả vi tại a điều kiện cần và đủ là tồn tại hằng số   và một VCB  

             )(h khi h dần đến  0  sao cho  

                                 )()()( hhhafhaf    trong đó )(' af .        (3.20) 

Thật vậy )(xf  khả vi tại a khi và chỉ khi tồn tại )('
)()(

lim
0

af
h

afhaf
h





 

Từ đó ta suy ra     
h 0

f (a h) f (a)
f '(a) (h) 0

h 

 
    , đặt '( )f a   nhận được 

                             ( ) ( ) ( )f a h f a h h h                                                   (3.21) 

Tương tự như đạo hàm tại một điểm, ta nhận được các tính chất đại số của vi phân. 

 

Định lí 3.7: Nếu Xf ,g  và khả vi tại Xa  thì 

1.  d( )( ) d ( ) d ( )f g a f a g a    
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        2.  d( )( ) d ( )f a f a   với                                                               (3.22) 

                   3.  d( )( ) ( )d ( ) ( )d ( )fg a f a g a g a f a   

                   4.   2

1
d ( ) ( )d ( ) ( )d ( )

( )

f
a g a f a f a g a

g g a

 
  

 
 khi 0)( ag  

Chú ý: 

a. )()()( afafhaf   là số gia của hàm số ứng với số gia đối số hx  . Vậy nếu 

)(xf  khả vi tại a thì với h  khá bé sẽ có công thức tính gần đúng số gia của hàm số  

            ( ) d ( )f a f a   hay ( ) ( ) ( )f a h f a df a                                            (3.23)                                   

b. Xét hàm hợp gof . Nếu f  khả vi tại a và g khả vi tại )(af  theo định lí 2 thì gof  

khả vi tại a. Tức là  

                           d ( ) '( ). ' ( ) '( ). ' ( ) d ( )gof a gof a h g f a f a h g f a f a   . 

     Như vậy dù x  là biến độc lập hay biến phụ thuộc thì dạng vi phân đều giống 
nhau.Từ tính chất đó người ta nói vi phân cấp 1 có tính bất biến. 

3.2.2. Vi phân trên một khoảng 

 Cho khả vi trên Xba ),( . Vi phân của hàm số trên ),( ba  được xác định theo công 

thức 

                                   d ( ) '( ).f x f x h  với ),( bax . 

   Tương tự như định lí trên, ta nhận được định lí sau đây. 

Định lí:3.8 Nếu gf ,  khả vi trên ),( ba  thì trên khoảng đó cũng thoả mãn các hê thức sau. 

1. d( )( ) d ( ) d ( )f g x f x g x    

2. d( )( ) d ( )f x f x   

3. d( )( ) ( )d ( ) ( )d ( )fg x f x g x g x f x                                                          (3.22)’ 

4.  2

1
d ( ) ( )d ( ) ( )d ( )

( )

f
x g x f x f x g x

g g x

 
  

 
 khi 0)( xg  

Ví dụ 3.7:   Tính gần đúng '4060sin o  

Giải:   

  Ta đặt xxf sin)(  , sẽ có xxf cos)('   

   Ta chọn 
3

60


 o
ox  và đặt 

270180.60

.40
'40


h  

 Theo công thức xấp xỉ ta có:                       

           

  .              872,0006,0866,0
2702

1

2

3

270
.60cos60sin'4060sin







ooo
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Ví dụ 3.8: Một hình cầu bằng kim loại bán kính R , khi nóng lên bán kính nở thêm một đoạn   

                   R . Tính thể tích mới của hình cầu một cách chính xác và gần đúng.   

          Áp dụng cho các giá trị : cmRcmR 1,0,5  . 

Giải: 

 Công thức tính thể tích V  của hình cầu là: 

                                                3

3

4
RV   

Sau khi giãn nở, bán kính hình cầu là RR  , thể tích mới của hình cầu được tính  

chính xác sẽ là: 

  3 3 34 4
( ) (5 0,1) 176,868  ( )

3 3
V V R R cm           

 Nếu tính gần đúng, ta xem : dVV  ( Số gia của thể tích gần bằng vi phân) và khi đó   

 thể tích 3

3

4
RV


  xem như hàm số của đối số R . Vậy: 

          
2 2 3d ' 4 4 .5 .0,1 10 ( )

     

V V R R R cm         

 Thể tích ban đầu của hình cầu: 

  3 3 34 4
5 166,666  ( )

3 3
V R cm      

  Vậy thể tích mới của hình cầu tính gần đúng là: 

  3176,666  ( )V V V dV cm      

  Sai số tuyệt đối trong bài toán này là: 

  3 3 3176,868  ( ) 176,666  ( ) 0, 202  ( )cm cm cm      

  Như vậy sai số tương đối là: 

  0011,0
868,176

202,0



   

3.3. ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN CẤP CAO 

3.3.1. Đạo hàm cấp cao 

A. Định nghĩa: 

1.  Cho f khả vi trên X , nếu )(' xf khả vi tại Xa  thì người ta nói rằng f  có đạo 

hàm cấp 2 tại a và  đạo hàm đó được kí hiệu là )(" af . Tương tự  đạo hàm cấp n của )(xf  tại 

a, được kí hiệu là )()( af n , nó chính là đạo hàm cấp 1 của hàm )()1( xf n  tại a. 
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2.  Nói rằng )(xf  khả vi đến cấp n (hay n lần) trên X  khi và chỉ khi tồn tại )()( xf n  

trên X , *n  trong đó )()( xf n  là đạo hàm của )()1( xf n  

3.  Nói rằng )(xf  khả vi vô hạn lần trên X  khi và chỉ khi )(xf  khả vi n lần trên X , 

n  . Sau đây thường kí hiệu  )()()0( xfxf   

Chú ý:  

a.   Nếu f  khả vi n lần trên X  thì p,q   sao cho nqp   ta có                                             

                                             )()()( qpqp ff   

          b.  Tập xác định của )(nf  thường chứa trong tập xác định của )1( nf  

B.  Các phép tính 

Định lí 3.9: Cho * X, n ,   f ,g      khả vi n lần trên X , khi đó trên X  có các hệ thức   

                   sau đây : 

1.   )()()( nnn gfgf   

2.   )()( nn ff    

3.   



n

k

knkk
n

n gfCfg
0

)()()( được gọi là công thức Leibnitz                          (3.24) 

4. 0)( xg  trên X  thì 
g

f
 khả vi n lần trên X  

Chứng minh: 

Các hệ thức 1.và 2. được chứng minh dễ dàng bằng qui nạp 

  Hệ thức 3. được chứng minh qui nạp theo n như sau: 

  Với n = 1, công thức đúng theo định lí 3.5 trong 3.1.3. 

  Giả sử gf ,  khả vi (n + 1) lần trên X  và công thức Leibnitz đã đúng với n tức là: 

               



n

k

knkk
n

n gfCgf
0

)()()(. đó là tổng của những tích )()( knk gf   khả vi trên X    

   nên tồn  tại   )1(. ngf  và ta có 

              

  















 
n

k

knkk
n

n

l

lnll
n

n

k

knkk
n

n

k

knkk
n

n gfCgfCgfCgfCgf
0

)1()(
1

1

)1()(1

0

)1()(

0

)()1()1(.  

                             









 
1

0

)1()(
1

0

)1()(1
n

k

knkk
n

n

l

lnll
n gfCgfC (vì 01 

nC và 01 n
nC ) 

                               











 
1

0

)1()(
1

1

0

)1()(1 .
n

k

knkk
n

n

k

knkk
n

k
n gfCgfCC  

Hệ thức 4. Cũng được qui nạp theo n:. 
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   Với n = 1 ta có công thức 
2

'
''

g

fggf

g

f 









 chứng tỏ rằng 








g

f
 khả vi  

    Giả sử rằng gf ,  khả vi (n + 1) lần và tính chất đã đúng với n. Vì ',,,' gfgf  khả vi n 

lần trên X  nên '' fggf   và 2g  khả vi n lần trên X . Theo giả thiết qui nạp    
2

''

g

fggf 
 khả vi 

n lần trên X  như vậy 
g

f
 khả vi (n + 1) lần trên X . 

3.3.2. Vi phân cấp cao 

A,  Định nghĩa: 

1. Nếu f  khả vi đến cấp n tại Xa  thì biểu thức nn haf ).()(  gọi là vi phân cấp n tại a 

được kí hiệu là d ( )n f a . Vậy là ( )d ( ) ( )n n nf a f a h  hay ( )d ( ) ( )dn n nf a f a x  

2. Nếu f  khả vi đến cấp n trên X  thì vi phân cấp n của f trên X  được kí hiệu là 

d ( ),  n f x x X  và xác định theo công thức sau 

                         ( ) ( ),    d ( ) ( ) ( )dn n n n nx X f x f x h f x x         

Từ định lí về đạo hàm cấp cao, trực tiếp nhận được các công thức tính vi phân cấp cao 
dưới đây  

B.  Các phép tính 

Định lí 3.10: Nếu gf ,  khả vi đến cấp n trên X  thì khi đó  

1. d ( ) d dn n nf g f g    

2. Với n n,    d ( f ) d f     

         3.  
0

d ( ) d d
n

n k k n k
n

k

fg C f g



                                                                              (3.25) 

         4.  Nếu 0)( xg  thì 
g

f
 có vi phân đến cấp n. 

Chú ý: 

a.  Không thể có công thức tổng quát cho 
)(n

g

f








 cũng như dn f

g
. 

b. Tính bất biến của vi phân bị phá vỡ khi lấy vi phân cấp cao (từ 2 trở lên). Ví dụ sau 
sẽ chứng  tỏ điều đó. Cho hàm hợp gof , trong đó f và g có dạng: 

                     623 )()(,)( xxfgffgxxf   

                   5 2 4 2d ( ) 6 d ( ) 30 dg x x dx g x x x     

Mặt khác  2 2d ( ) 2 d d ( ) 2(d )g f f f g f f    
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   Ta có      2 2 4 2 4 2d 3 d d ( ) 18 d 30 df x x g f x x x x     

Vậy tính bất biến bị phá vỡ khi thực hiện phép lấy vi phân cấp 2 của hàm số đã cho. 

3.3.3. Lớp của một hàm số 

           Dưới đây người ta đưa ra một số khái niệm để đơn giản hoá cách phát biểu một số 
mệnh đề   

A.  Định nghĩa 

1. Cho n . Ta nói f  thuộc lớp nC  (kí hiệu nCf  ) trên X nếu f   khả vi n lần trên  

X và )(nf  liên tục trên tập X đó.  

2. Nói rằng Cf  trên X  nếu f  khả vi vô hạn lần trên X . 

3.  Nói rằng 0Cf   trên X  nếu f  liên tục trên X . 

Chú ý: Theo định nghĩa trên, một hàm có thể khả vi n lần trên X  nhưng chưa chắc đã thuộc  

            nC .  Chẳng hạn ta xét hàm số  

             











00

0,
1

sin
)(

2

x

x
x

x
xf

      ,           

      
   khả vi trên  nhưng không thuộc lớp 1C trên   

Thật vậy   

                











00

0,
1

cos
1

sin2
)('

x

x
xx

x
xf

   ,                       

   
  không có )('lim

0
xf

x
 

4.  Nói rằng nCf   từng khúc trên  ba,  khi và chỉ khi tồn tại *
0 pp , a ,..., a    để  

    nCf   trên   )1,...,0(, 1  piaa ii    

Chẳng hạn 
 
 

2    khi 0,1
( )

0     khi 1,0  

x x
f x

x

  
 

,         
 
 

2    khi 0,1
'( )

0     khi 1,0

x x
f x

x

  
 

 

Vậy 1)( Cxf   trên  1,1                  

                 
 
 

2     khi 0,1
"( )

0     khi 1,0

x
f x

x

  
 

 . Vậy 2Cf   từng khúc trên  1,1  

B.  Tính chất 

Định lí 3.11: Nếu nCgf ,  trên X  thì  

1. nCgf  )(  trên X  

2. nCf   trên ,  X    

3. nCfg   trên X  
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         4. nC
g

f
  trên X  khi ( ) 0,  g x x X    

Định lí này thực chất là hệ quả của định lí 3.9 trong mục 3.3.1. 

Định lí 3.12: Cho Xf   và Yg ,     f (X) Y  . Nếu f  và g  thuộc lớp nC  thì nCgof     

                     trên X  

Chứng minh : Ta qui nạp theo n. 

Với n = 1 định lí đúng (theo định lí 3.5 trong mục 3.1.3.) 

Giả sử định lí đã đúng với n, cho 1,  nCgf  trên X  và trên Y . Ta có  

                     ')'()'( fofggof   

Vì nCgf ', , từ giả thiết qui nạp chứng tỏ nCofg ' . Hơn nữa nCf '  Vậy tích  

                      ( ' ) ' ng of f C , chứng tỏ 1 nCgof           

Ví dụ 3.9:   Cho mf (x) x ,     m , x    . Hãy tính )()( xf n  với n                 

Giải: 

        ...,)1()(",)(' 21              mm xmmxfmxxf   

        kmk xkmmmxf  )1)...(1()()(  

Chứng tỏ  

               ( )

( 1)...( 1)     khi 

( ) !                                       khi 

0                                          khi 

m n

n

m m m n x n m

f x m n m

n m

    
 
 

 

Ví dụ 3.10:   Chứng minh nếu xxf sin)(   thì  

              * (n)x ,  n ,     f (x) sin x n
2

       
 

   

Giải:  

       Trường hợp n  =  1, công thức đúng: 





 

2
sincos)'(sin


xxx  

       Giả sử  công thức đúng với n 

                 





 






 






  

2
)1(sin

2
cos)(

2
sin)( )1()( 

nxnxxfnxxf nn   

       Tương tự cũng nhận được  

                 (n)(cos x) cos x n ,    x ,  n
2

       
 

      

Ví dụ 3.11:  Cho arctgy x  hãy tính )()( xy n  

Giải:  
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        Vì 2
2

1
tg ' cos cos .sin

1 2
x y y y y y

x

         
 

                           '
2

cos.cos
2

sin.sin" yyyyyy 













 






 


                  

                          // 2 2cos .cos 2 cos .sin 2
2 2

y y y y y
          

   
 

        Bằng qui nạp suy ra  





 

2
sin.cos)!1()( 

ynyny nn  

        Ta đặt 
1

arctg ,  0   
2

Z y x
x


    .  Khi đó ta có 

                          )(sin
)1(

1
)!1(

22

)( Zn
x

ny n

n 


         

        Vậy      
2

( ) 1

2

1 1
( ) ( 1) ( 1)! sin arctg

(1 )
n

n ny x n n
xx

      
 

 

Ví dụ 3.12:  Tính đạo hàm cấp 100 của hàm số xxxf sin)( 2  

Giải:  

        Áp dụng công thức Leibnitz ta nhận được 

                  



100

0

)100()(2
100

)100( )(sin)()(
k

kkk xxCxf  

                  )98(22
100

)99(21
100

)100(20
100

)100( )(sin)"()(sin)'()(sin)( xxCxxCxxCxf   

                                 )49sin(9900
2

99
sin200)50sin(2 


 






  xxxxx  

                                 xxxxx sin9900cos200sin2   

Ví dụ 3.13:   Cho f : ( 1,1)   

                       
)1()1(

32
)(

2 



xx

x
xf   hãy tính )()( xf n  

Giải:     Phân tích )(xf  thành các phân thức tối giản 

                  
1

1
.

4

1

1

1
.

4

1

)1(

1
.

2

5
)(

2 








xxx
xf  

               
n

n
n

n
n

nn

x

n

x

n

x

n
xf

)1(

!
)1.(

4

1

)1(

!
)1.(

4

1

)1(

)!1(
.)1.(

2

5
)(

12
)(










   

Ví dụ 3.14:   Cho )1ln()( 1 xxxf n
n    với ),1( x , n   

    Chứng minh ( )nf x  khả vi n lần trên ),1(   và trên khoảng đó ta có  
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n

k
k

n
n x

nxf
1

)(

)1(

1
)!1()(  

Giải:  

Trước hết, ta thấy các hàm 1nx  và )1ln( x  khả vi vô hạn lần trên ),1(   vậy 
Cxfn )(  trên ),1(  . Ta chứng minh qui nạp theo n  như sau: 

        Với  1n  :     
x

xf



1

1
)('1  , công thức đúng  

        Giả sử công thức đúng với n , theo công thức Leibnitz ta có 

                         )()()(.)( )(1
1

)1(
1

1
)1(

1 xfCxxfxfx
dx

d
xf n

nn
n

nnn

n
n

n 







   

                                    


 






n

k
k

n

k
k x

nn
x

k
nx

11
1 )1(

1
)!1)(1(

)1(
)!1(  

                                    






















n

k
kkk x

n

x

k

x

k
n

1
1 )1(

1

)1()1(
)!1(  

                                    















 




1

21 )1(

1

)1(

1
)!1(

n

l
l

n

k
k x

l

x

kn
n  

                                    















 




n

k
kn x

n

x

n

x

n
n

2
1 )1()1(1

)!1(  

                                    


 


1

1 )1(

1
!

n

k
kx

n  , công thức đúng với 1n  . 

          Vậy công thức đúng n  . Ngoài ra nếu 0x  sẽ có 

                      
 

n

nnn

k
k

n
n xx

xn

x

x

x

n

x
nxf

)1(

1)1()!1(

1

1
1

)1(

1
1

.
1

)!1(

)1(

1
)!1()(

1

)(


















 


    

Ví dụ 3.15:   Cho các đa thức )(),( xQxP  và hàm số Cf  trên   với 

                      
( )   khi 0

( )
( )   khi 0

P x x
f x

Q x x


  

 

            Chứng minh rằng QP   

Giải: 

       Vì nCf    có:  QPQPf nnn degdeg)0()0()0( )()()(   

       Giả sử m
m xaxaaxP  ...)( 10  với m  

                   m
m xbxbbxQ  ...)( 10   

       0,  1,...,  n m  sẽ có nn ba  , thật vậy  
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               n

nn

n b
n

Q

n

P
abQaP 

!

)0(

!

)0(
;)0()0(

)()(

00      

               )()( xQxP   

Ví dụ 3.16:  Cho 2,  f g C  trên   và 
 3

( )                    khi ( ) 0
( )

( ) ( )      khi ( ) 0

f x g x
h x

f x g x g x

 
 

 

           Chứng minh rằng 2( )h x C  trên   

Giải: 

       Dễ dàng nhận được 
3

0     khi 0
( )

    khi 0

t
t

t t



 


 thuộc lớp 2C  trên  , suy ra 2og C   trên 

 . Vậy 2h f og C    trên  . 

3.4. CÁC ĐỊNH LÍ VỀ GIÁ TRỊ TRUNG BÌNH 

3.4.1. Định lí Phéc ma (Fermat) 

A. Điểm cực trị của hàm số 

Cho Xf  . Gọi hàm số đạt cực trị địa phương tại Xa  khi và chỉ khi tồn tại lân cận 

Xa )( , để  thoả mãn 0)()(  afxf  hoặc 0)()(  afxf , )(ax    

            Trường hợp thứ nhất xảy ra người ta nói rằng f đạt cực tiểu địa phương tại a, trường 

hợp sau nói rằng f  đạt cực đại địa phương tại a. 

             Nếu chỉ có 0)()(  afxf  hoặc 0)()(  afxf  ( x a  ) người ta nói rằng hàm 

số đạt cực trị địa phương ngặt tại a. 

B. Định lí Fermat 

Định lí 3.26:  Nếu )(xf  khả vi tại a và đạt cực trị địa phương tại a thì 0)(' af . 

Chứng minh: Ta giả thiết hàm đạt cực đại địa phương tại a. Theo định nghĩa tồn tại lân cận 

)(a sao cho )(ax   ta có 0)()(  afxf  

Như vậy *h  sao cho )(aha   sẽ có 

                         




















0
)()(

0

0
)()(

0

h

afhaf
h

h

afhaf
h

 

Chuyển qua giới hạn khi 0h  nhận được  

                          







0)('

0)('

af

af
  0)('  af    

Hàm đạt cực tiểu địa phương cũng chứng minh tương tự 

Chú ý:    



Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

                                                                111

        

        a. Sau này thường nói rằng hàm đạt cực trị tại a theo nghĩa là đạt cực trị địa phương tại a.  

        b.  Nếu hàm đạt cực trị tại a thì a phải là điểm trong của X . Như vậy nếu )(xf  xác định 

trên [a, b] thì không có khái niệm đạt cực trị tại đầu mút a và b, có chăng chỉ nói về các đạo 
hàm trái tại b và phải tại a. 

        c.  Định lí Fermat có thể phát biểu tổng quát hơn: Nếu )(xf  khả vi phải và trái tại a và 

đạt cực đại (cực tiểu) tại a thì  

                          0)(' aft  và 0)(' af p ,  0)('( aft  và 0)(' af p ) 

        d.  Hàm số có cực trị tại a chưa chắc khả vi tại a 

   Chẳng hạn , chúng ta xét hàm số sau đây 

                 
2 1

sin     khi 0
( )

0                khi 0

x x
f x x

x

  
 

 

Hàm số có cực tiểu không chặt tại 0 vì 2 1 1
0 x sin ,  x 0,   f 0,  k

x k
        

 . 

Tuy nhiên không khả vi tại 0 vì  

                 

2 1
sin( ) (0) hf h f h

h h


    không có giới hạn khi 0h  

         e.  Hàm số khả vi tại a và 0)(' af  chưa chắc đạt cực trị tại a, chẳng hạn hàm số 

   3)( xxf   có 0)0(' f  tuy nhiên 
3

3

0   khi 0

0   khi 0

x x

x x

  


 
  .Vậy nó không có cực trị tại 0. 

3.4.2. Định lí Rôn (Rolle) 

Định lí 3.27: Cho  a,bf   thoả mãn các điều kiện: 

1. f  liên tục trên [a, b], 

2. f  khả vi trên (a, b), 

3. )()( bfaf  . 

                  Khi đó tồn tại ),( bac  sao cho 0)(' cf .             

 
H.3.6 
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Chứng minh: 

  Theo tính chất của hàm liên tục trên [a, b] thì )(xf  sẽ đạt giá trị nhỏ nhất m và lớn  

   nhất M trên [a, b] 

              
   , ,
Min ( ) Inf ( )

a b a b
m f x f x  ,    

   , ,
Max ( ) Sup ( )

a b a b
M f x f x   

            Nếu m = M thì ( ) '( ) 0,   ( , )f x const f x x a b      

            Nếu m  <   M, vì )()( bfaf   nên không có đồng thời )(afM   và )(bfm   hoặc  

            )(afm   và )(bfM  .Chứng tỏ hàm đạt giá trị nhỏ nhất m hoặc lớn nhất M tại  

            điểm ),( bac , tức là )()( xfcf   hoặc )()( xfcf  .Theo định lí Fermat thì         

           0)(' cf  

Chú ý: 

a. Định lí Rolle có thể minh hoạ hình học như sau: Trên đường cong fC cho bởi 

phương trình ( )y f x tồn tại ít nhất một điểm   fCcfcM )(,  với ),( bac  tại đó tiếp tuyến 

của  fC  song song với trục Ox. Xem hình 3.6. 

            b..   Điểm ),( bac  thường được biểu diễn trong dạng: )( abac   , )1,0(  

3.4.3. Định lí số gia hữu hạn. (định lí Lagơrăng (Lagrange)) 

Định lí 3.28:  Cho  a,bf   thoả mãn các điều kiện: 

                 1.  Liên tục trên [a, b], 

        2.  Khả vi trên (a ,b), 

                    Khi đó tồn tại ),( bac  sao cho  )(')()()( cfabafbf                (3.26)                          

Chứng minh: 

  Ta xét hàm  a ,b  xác định bởi công thức  ( ) ( )
( ) ( )

f b f a
x f x x a

b a
 

  


. Rõ 

ràng )(x  liên tục trên [a,b], khả vi trên (a,b) và )()()( afba  . Theo định lí Rolle tồn 

tại ),( bac  sao cho 0)(' c , cụ thể là: 

                           0
)()(

)(')(' 




ab

afbf
cfc  

Suy ra                 
ab

afbf
cf





)()(

)('  hay ))((')()( abcfafbf   

Như vậy             hcfaf ).(')(   trong đó   bah  hac      ),1,0(              

Chú ý:     

Định lí Lagrange có thể minh hoạ hình học như sau : 

Tồn tại ít nhất một điểm   fCcfcM )(,  với ),( bac  mà tiếp tuyến tại đó song song 

với đường thẳng AB, trong đó    )(,)(, bfbBafaA  , . Xem hình 3.7. 

Hệ quả 1: (Định lí giới hạn của đạo hàm ) 
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     Cho (a ,b)
0x (a, b),  f   thoả mãn các điều kiện: 

                    1. )(xf  liên tục tại 0x , 

                    2. )(xf  khả vi trên  0\),( xba , 

                    3.  lxf
xx




)('lim
0

  

               Khi đó f  khả vi tại 0x  và )(' xf  liên tục tại 0x . 

Chứng minh 

Vì  lxf
xx




)('lim
0

 nên  0,  0      sao cho  

                                          lxfxxxbax )('0:\),( 00       

Áp dụng định lí Lagrange trên  0, xx , như vậy tồn tại ),( 0xxcx   sao cho  

                     )(')()()( 00 xcfxxxfxf   và đương nhiên   00 xxxcx  

Từ đó suy ra  



lcfl
xx

xfxf
x )('

)()(

0

0 .  Điều này chứng tỏ lxf )(' 0  và từ    

điều kiện thứ ba của định lí suy ra )(' xf  liên tục tại 0x                     

a c b

B
C

A
f(a)

f(b)

x

y

O
 

H.3.7 

Chúng ta nhận được định lí tương tự  đối với đạo hàm trái hoặc phải dưới đây: 

Hệ quả 2:  Cho  a,bf   thoả mãn các điều kiện: 

                  1.   f  liên tục phải tại a, 

                  2.   f  khả vi trên (a, b), 

                  3.   lxf
ax




)('lim . Khi đó có l
h

afhaf
af

h
p 






)()(
lim)('

0
. 

Hệ quả 3: Cho (a ,b)f   thoả mãn các điều kiện: 

                 1. f  liên tục tại ),(0 bax  , 
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                 2.  f  khả vi trên  0\),( xba , 

                 3.  )(,)('lim
0




xf
xx

. 

                      Khi đó )(,
)()(

lim
0

0

0





 xx

xfxf
xx

 

3.4.4. Định lí số gia hữu hạn suy rộng (Định lí Côsi(Cauchy)) 

Định lí 3.29: Cho  a,bf ,g  thoả mãn các điều kiện: 

                1.  ,  f g  liên tục trên [a, b], 

                2.  . ,  f g  khả vi trên (a, b), 

                3. ),(0)(' baxxg     . Khi đó tồn tại ),( bac  sao cho 
)('

)('

)()(

)()(

cg

cf

agbg

afbf





 

                                                                                                                                    (3.27) 

Chứng minh 

Trước hết thấy ngay )()( bgag  , vì nếu )()( bgag  , theo định lí Rolle suy ra tồn tại 

),( bac  để 0)(' cg , điều này là vô lí vì trái với giả thiết. 

Ta hãy xét hàm số  a ,b  cho bởi công thức sau  

                    )()(
)()(

)()(
)()()( agxg

agbg

afbf
afxfx 




  

Hàm   thoả mãn các điều kiện của định lí Rolle nên tồn tại ),( bac  để 0)(' c ,  

tức là   0)('
)()(

)()(
)(' 




 cg
agbg

afbf
cf  hay 

)('

)('

)()(

)()(

cg

cf

agbg

afbf





 

Chú ý: 

a.  Chúng ta thấy ngay rằng định lí Lagrange là trường hợp riêng của định lí Cauchy 
                 (lấy xxg )(  trên [a, b] ) 

b.  Định lí Rolle là trường hơp riêng của định lí Lagrange (cho )()( bfaf  ). 

Ví dụ 3.17:   Cho  a,bf   thoả mãn các điều kiện: 

1. f  liên tục trên [a, b] 

2. f  khả vi phải và trái trên [a, b] 

3. )()( bfaf    

Chứng minh rằng ),( bac  để 0)(')(' cfcf pt  

Giải: 

Ta có thể chứng minh tương tự như chứng minh định lí Rolle 

Nếu  m = M thì rõ ràng constxf )(  trên [a, b] suy ra  

),( bac  có 0)(').('0)(')('0)('  cfcfcfcfcf ptpt  
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Nếu m < M. Giả sử hàm f  đạt Maximum tại ),( bac  

Vậy nếu  0h  thì  0
)()(



h

cfhcf
 và nếu  0h  thì  0

)()(



h

cfhcf
 

Qua giới hạn khi 0h  sẽ có 0)(' cf p  và 0)(' cft  

Cuối cùng ta suy ra  0)(').(' cfcf tp  

Ví dụ 3.18:   Cho f  khả vi trên (a, b), a < b và thoả mãn các điều kiện:       

  ( ) ( ) 0,  '( ) 0,  '( ) 0p tf a f b f a f b    . Chứng minh tồn tại ),(,, 321 baccc   sao cho       

                       1 2 3 2 1 3,   ( ) 0,   '( ) '( ) 0c c c f c f c f c      

Giải: 

  Vì   
( ) ( )

lim '( ) 0,   ( ) 0 0p
x a

f x f a
f a f a

x a





     


 đủ bé để: 

       ),(  aax  có 0)( xf  chẳng hạn 0
2







 


af  

Tương tự 0  đủ bé để 0
2







 


bf . Vì f liên tục trên 



 

2
,

2


ba  nên 

),(
2

,
22 babac 






 


 sao cho 0)( 2 cf . Áp dụng định lí Rolle cho các đoạn  2,ca  

và  bc ,2  sẽ 1 2,  c c  để 0)(')(' 31  cfcf  trong đó bccca  321 . 

Ví dụ 3.19:  Cho f  khả vi trên tập X . Chứng minh ảnh  ),(' baf  là một khoảng của  ,   

                    trong  đó 2),( Xba   

Giải: 

          Giả sử a < b và )(')(' bfaf   lấy  )('),(' bfafk   sẽ chứng minh tồn tại ),( bad     

          để kdf )(' .  

Ta kí hiệu  
ab

afbf
t





)()(

0 ,        )(',0 aftU  ,       )(',0 bftV   

 

Ta xét hàm số  
( ) ( )

      khi 
( )

'( )                 khi 

f x f a
x a

x x a
f a x a


  

 

 

)(x  liên tục trên [a, b] và 0( ) '( ),  ( )a f a b t   , theo định lí về giá trị trung bình   

chứng tỏ    baU ,  

Tương tự ta xét hàm số  
( ) ( )

   khi 
( )

'( )              khi 

f x f b
x b

x x b
f b x b
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Suy ra  0( ) ,  ( ) '( ),  ( )a t b f b x     liên tục trên     baVba ,,  mà 

  VUbfaf )('),(' . Do đó nếu  )('),(' bfafk   thì tồn tại ),( bac , chẳng hạn 

),(),(
)()(

)( bacadk
ac

afcf
c 




  để kdf )('  

Ví dụ 3.20:  Cho f  liên tục trên [a, b], khả vi trên (a,b) trừ ra n điểm trên (a, b). Chứng minh   

                     rằng tồn tại  n + 1 số dương 11,..., n  sao cho 1
1

1






n

i
i  và  n + 1 số        

                     ( , ),  ( 1,..., 1)ic a b i n    sao cho bcca n  11 ...  thoả mãn hệ thức 

                          )()(')()(
1

1

abcfafbf
n

i
ii 







 





  

Giải 

Giả sử f  không khả vi tại các điểm  niai ,1    ,   và baaaa n  ...21  

Áp dụng định lí Lagrange cho n + 1 khoảng ta có  

       ))((')()(:),( 11111 aacfafafaac           

       ))((')()(:),( 12212212 aacfafafaac                       … 

       ))((')()(:),( 11 nnnnn abcfafbfbac           

Ta đặt *1 2 1
1 2 1,    ,...,    n

n i

b aa a a a

b a b a b a
    

 
    

  
  và thu được hệ thức:   

           )()(')()(...)()()()(
1

1
1 abcfafafafbfafbf

n

i
iin 







 





    

3.5. ỨNG DỤNG CÁC ĐỊNH LÍ VỀ GIÁ TRỊ TRUNG BÌNH 

3.5.1. Công thức Taylo(Taylor), công thức Maclôranh(M’cLaurin) 

A. Định nghĩa 

1. Cho hàm f khả vi đến cấp (n+1) tại Xa  (tức là nCf   tại lân cận của a và có   

đạo hàm  cấp (n + 1) tại a. Gọi đa thức )(xPn  với nxPn )(deg  thoả mãn điều kiện  

                                     nkafaP kk
n ,0)()( )()(              

là đa thức Taylor của )(xf  tại lân cận điểm a, hay là phần chính qui của khai  triển hữu hạn 

bậc n tại a của )(xf  

2. Nếu a = 0 thì )(xPn thoả mãn điều kiện trên được gọi là đa thức M’cLaurin của hàm 

số )(xf  

Định lí 3.30: 

Nếu )(xPn  là đa thức Taylor của )(xf  tại lân cận của a thì nó là duy nhất và có dạng  
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            n
n

n ax
n

af
ax

af
afxP )(

!

)(
...)(

!1

)('
)()(

)(

                              (3.28) 

Chứng minh: 

    Giả sử tồn tại đa thức thứ hai là )(xQn  khi đó hiệu )()( xQxP nn   là đa thức có 

 bậc không vượt quá n và có nghiệm ax   bội không bé hơn n+1, chứng tỏ )()( xQxP nn   

    Giả sử   n
nn axAaxAAxP )(...)()( 10  , suy ra:     

          ),...,1,0(
!

)(
)(!)(

)(
)()( nk

k

af
AafAkaP

k

k
k

k
k

n       

   Vậy ta có     



n

k

n
k

n ax
k

af
xP

0

)(

)(
!

)(
)(  

B. Công thức Taylor 

Cho )(xPn  là đa thức Taylor của )(xf  tại lân cận của a 

            1.  Gọi )()()( xPxfxr nn   là phần dư  Taylor bậc n tại a của )(xf  

Hệ quả:  Phần dư )(xrn  được biểu diễn trong dạng: 

     1
)1(

)(
)!1(

)(
)( 






 n
n

n ax
n

cf
xr  với ),( xac hay ( ),  0 1c a x a      .   (3.29) 

             Người ta gọi (3.29) là phần dư trong dạng Lagrange của hàm số )(xf  

Chứng minh: 

  Từ định nghĩa phần dư suy ra 0)(...)(')( )(  ararar n
nnn  

   Đặt 0)(...)()()()( )('1   aGaGaGaxxG nn  và )!1()()1(  naG n  

   Với ax  và )(ax  , theo định lý Cauchy sẽ có 

        
)()(

)()(

)(

)(

aGxG

arxr

xG

xr nnn




 =
)(

)(

1
'

1
'

cG

crn  , ),(1 xac   

        
' ' '

1 1 2
2 1'

1 1 2

( ) ( ) ( ) "( )
  , ,  

( ) '( ) '( ) "( )
n n n nr c r c r a r c

c a c
G c G c G a G c


  


 

     Sau (n + 1) lần áp dụng định lí Cauchy, kết quả sẽ là 

       
)(

)(

)(

)(
)1(

)1(

cG

cr

xG

xr
n

n
nn





  với ),(...),(),( 1 xacacac nn    

     mà  )!1()(),()( )1()1()1(   ncGcfcr nnn
n  

     Suy ra 1
)1(

)(
)!1(

)(
)( 






 n
n

n ax
n

cf
xr . 
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 2. Gọi công thức  











n

k

n
n

k
k

ax
n

axaf
ax

k

af
xf

0

1
)1()(

)(
)!1(

))((
)(

!

)(
)(


 là 

 công thức Taylor bậc n,  hay khai triển hữu hạn bậc n hàm )(xf  tại lân cận của a 

           3.  Gọi công thức  








n

k

n
n

k
k

x
n

xf
x

k

f
xf

0

1
)1()(

)!1(

)(

!

)0(
)(


 là công thức M’cLaurin bậc n,  

hay khai triển hữu hạn bậc n của )(xf  tại lân cận của 0.  

Chú ý: 

a. Nếu )1( nf  bị chặn ở lân cận của a thì rõ ràng )(
)!1(

)(

)(

)( )1(

ax
n

cf

ax

xr n

n
n 








 dần đến 0 

khi ax   nghĩa là  ( ) ( )n
nr x o x a   

b. Với giả thiết )1( nf  bị chặn ở lân cận của a thì có thể lấy gần đúng )(xf  ở lân cận 

của a  bằng đa thức )(xPn  với sai số là  ( ) ( )n
nr x o x a  . 

c. Người ta đã chứng minh phần dư cũng có thể viết trong dạng khác dưới đây, được 
gọi là dạng Cauchy: 

                              1
)1(

)1(
!

)(
)( 



 nn
n

n x
n

xf
xr 

                                             (3.30) 

 C. Công thức M’cLaurin của các hàm thường dùng 

1.   xf (x) e ,    x   . 

      Ta nhận thấy Cf  trên   và (k)f (0) 1   k    

      Từ đó suy ra                
 

1

0 ! 1 !

kn
x n

k

x e
e x

k n






 
  ,   0, x                        (3.31)     

                Trong quá trình 0x   thì  
0

( )
!

kn
x n

k

x
e o x

k

   

2.  f (x) sin x,     x ,     f C      

      














 

12,)1(

20

2
sin)0(

2
sin)( )()(

mk

mkk
fkxxf

m

kk

   

         , 
  

                             
2 1

2 2

0

sin ( 1) ( )
(2 1)!

mn
m n

m

x
x o x

m






  
                                     (3.32) 

     Tương tự         
2

2 1

0

cos ( 1) ( )
(2 )!

mn
m n

m

x
x o x

m




   .                                        (3.32) 

         3.   f (x) (1 x) ,   ,   x X     , X  phụ thuộc  . Với x  ở lân cận của 0 thì Cf  

     Ta có  kk xkxf   )1)(1)...(1()()( , vậy )1)...(1()0()(  kf k        
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 Do đó ta nhận được 
1

( 1)...( 1)
(1 ) 1 ( )

!

n
k n

k

k
x x o x

k
   



  
    .        (3.33) 

   Các trường hợp đặc biệt: 

        *  Với 1 , từ (3.33) nhận được 

                      21
1 ... ( 1) ( )

1
n n nx x x o x

x
      


                                      (3.34) 

    Ta thay x bởi –x vào (3.34) sẽ nhận được     

                               21
1 ... ( )

1
n nx x x o x

x
     


                                      (3.35) 

        *  Với 
1

2
    ta có  2 21 1

1 1 ( )
2 8

x x x o x                                               (3.36)  

        *  Với 
2

1
  ta có 2 21 1 3

1 ( )
2 81

x x o x
x
   


                                         (3.37) 

        4.  )1ln()( xxf  , ở lân cận 0 thì Cf  

     Ta có !.)1()0(
)1(

!
)1()( )1(

1
)1( nf

x

n
xf nn

n
nn 


 


  

     Vậy           
2

1ln(1 ) ... ( 1) ( )
2

n
n nx x

x x o x
n

                                       (3.38)  

        5.   f (x) arctgx,   x    

     ( )

1

0                           khi 2
,   (0)

( 1) (2 2)!,   khi 2 1
k

m

k m
f C f

m k m





  

   
   (Xem ví dụ ở Mục 3.3.3.) 

     Vậy              
3 5 1

2 1 2( 1)
arctg ... ( )

3 5 2 1

m
m mx x

x x x o x
m




     


                    (3.39) 

        6   ( ) tg ,     f x x f C   ở lân cận của 0. 

  Ta có       

3 5

3
3

2 4

sin 3! 5!tg ( )
cos 3

1
2! 4!

x x
xx x

x x o x
x xx

 
    

 
                                      (3.40) 

3.5.2. Qui tắc Lôpitan (L’Hospital) 

Định lí 3.31:     Cho Xa X,   f ,g   thoả mãn các điều kiện sau: 

               1   Liên tục tại a và khả vi ở lân cận  aa \)(  

               2.    aaxxg \)(0)('             
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                3.  l
xg

xf
ax


 )('

)('
lim   

                      Khi đó  l
agxg

afxf
ax





 )()(

)()(
lim .     

Chứng minh: 

     
'( )

( 0) ( 0) ( :   0 )
'( )

f x
x x a l

g x
               

Ta lấy  aax \)(  sao cho  ax0 . Theo định lí Cauchy thì 

                ( ) \xc a a   sao cho axacx 0  để có 
)('

)('

)()(

)()(

x

x

cg

cf

agxg

afxf





 

Chứng tỏ: 
( ) ( )

( 0) ( 0) ( ( ) )
( ) ( )

f x f a
x a l

g x g a  
        


,  nghĩa là     

                         l
agxg

afxf
ax





 )()(

)()(
lim  

Chú ý: 

a.  Nếu 0)()(  agaf  thì rõ ràng qui tắc L’Hospital cho ta điều kiện đủ để tìm giới  

dạng 
0

0
 và ta có               l

xg

xf

xg

xf
axax


 )('

)('
lim

)(

)(
lim                                                   (3.41) 

b.  Nếu 


)(lim)(lim xgxf
axax

, thì bằng cách xét các hàm số 
)(

1

xf
 và 

)(

1

xg
 và như 

vậy cũng nhận được điều kiện để tìm giới hạn dạng 



. 

c.  Người ta nhận được kết quả tương tự khi a  hoặc l . 

d.  Cần lưu ý rằng qui tắc L’Hospital chỉ cho điều kiện đủ để tìm giới hạn. Bởi vì khi 

không tồn tại 
)('

)('
lim

xg

xf
ax

 vẫn có thể tồn tại 
)(

)(
lim

xg

xf
ax

. Chẳng hạn, ta xét ví dụ sau đây : 

     
2

1

2

cos
lim 


 x

xx
x

. Tuy nhiên 
2

sin1
lim

)'2(

)'cos(
lim

x

x

xx
xx







 không tồn tại  

 e.  Để tìm 
)('

)('
lim

xg

xf
ax

 đương nhiên có thể áp dụng qui tắc L’Hospital trong đó f và g  

thay bởi  'f  và 'g . Như vậy, trong một bài toán tìm giới hạn, có thể lặp lại qui tắc L’Hospital 

một số hữu hạn lần. 

Ví dụ 3.21:    Hãy phân tích xesin  đến 3x với x khá bé 
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Giải: 

       Vì 0x  thì 0sin x  nên sin 2 3 31 1
1 sin sin sin (sin )

2 6
xe x x x o x      

                          3 41
sin ( )

6
x x x o x     

        Do đó       sin 3 2 4 3 5 31 1 1
   1 0( ) 0( ) ( )

6 2 6
xe x x x x x x o x         

                                 2 31
1 ( )

2
x x o x     

Ví dụ 3,22:    Tính 
)cos1(

sin
lim

0 xx

xx
x 




 

Giải: 

       Áp dụng công thức khai triển hữu hạn của các hàm số s inx, osxc  sẽ nhận được  

       
3

1

)(0
2

)(0
6

1

lim
)cos1(

sin
lim

3
2

43

00




















x
x

x

xx

xx

xx
xx

 

Ví dụ 3.23:     Tính 
x

xe x

x sin

cos11
lim

0

 

 
 

Giải:         Áp dụng công thức khai triển hữu hạn các hàm số xs inx, osx, ec  sẽ nhận được 

        1 1 1 0( ) 0( ) ( )xe x x x x x o x          

       
2 2

3 31 cos 1 1 0( ) 0( ) ( )
2 2 2

x x x
x x x o x

 
         

 
 

        
3

4sin 0( ) ( )
6

x
x x x x o x      

        Vậy 1lim
)(0

)(0
2

)(0

lim
sin

cos11
lim

000








  x

x

xx

x
x

xx

x

xe
xx

x

x
 

Ví dụ 3.24:    Tính các giới han:        

a.  
x

x
x 

 )1ln(
lim

0




,      

   b.  ,lnlim
0

xx
x




  )0(   

Giải:    Áp dụng qui tắc Lôpitan, ta có   
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            a.   
x

xx
x

x
xxx 










 )1ln(

lim1lim
)'(

))'1(ln(
lim

000







 

      b.   Ta đặt I

x

x
xx

xx


 





1
ln

limlnlim
00

,   0lim
)'

1
(

)'(ln
lim

00





  





x

x

x
xx

, suy ra 0I   

Ví dụ 3.25:    Tính các giới hạn sau :  

a.  x

x
x

ln
lim


,   )0(  ,      b.   

xx a

x


lim ,   ( 1,  0)a    

Giải: 

      a.  0
1

1

)'(

)'(ln
1


   xx

x
x

x
 khi x , từ đó ta có 0

ln
lim 

 x

x
x

 

      b.  
aa

x

a

x
xx ln)'(

)'( 1


 

, lấy đạo hàm hữu hạn n lần sao cho 0 n . Khi đó 

 0
ln

)1)...(1(







xnx

n

aa

xn 
 chứng tỏ 0lim 

 xx a

x

 

 Vậy ta cũng so sánh được các VCL  xaxx ,,ln   khi x dần đến   . Kết quả đã có 

trong mục 1.3.2. 

Ví dụ 3.26:   Bằng phương pháp lôga hãy tính các giới hạn sau đây 

  

1
1

1 cos
ln

1 2 3
00 0

sin
lim ,    lim ,    lim (cotg )

x
x x

xx x

x
I x I I x

x 



 

    
 

 

Giải: 

             0lnln
0


x

x xxx  (theo ví dụ 4) . Suy r 0
1 1I e    

 

             
x

xx

x

x

xx

x x

cos1

lnsinlnsin
ln

cos1

1sin
ln

cos1

1














 

 

 
xx

xxx

x

xx
2sin

sincos

)'cos1(

)'lnsin(ln 





 

 
3

1

cos2
sin

1

cossin2sin

sin

)'sin(

)'sincos(
022













x
x

x

xxxxx

xx

xx

xxx
 

   Ta suy ra   
1

3
2I e
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1

ln
1

ln(cotg ) ln cotg
ln

xx x
x

  

  
2

0

1 1
( )

(ln cotg ) ' cotg sin
1

1(ln ) ' sin cos x

x xx x
x x x

x




     . Suy ra   1

3I e  

 

3.6. SỰ BIẾN THIÊN CỦA HÀM SỐ 

3.6.1. Tính đơn điệu của hàm khả vi 

Định lí 3.32:  Cho  a,bf   thỏa mãn các điều kiện: 

1.  f  liên tục trên đoạn [a, b] 

2.  f  khả vi trên khoảng (a, b) 

3.  ),(,0)(' baxxf   khi đó f(x) không đổi trên [a, b] 

Chứng minh: 

Lấy bất kỳ ],[, 21 baxx  . Theo định lí Lagrange tồn tại ),( 21 xxc  sao cho 

)()(0))((')()( 211212 xfxfxxcfxfxf   vì 11 , xx  tùy ý vậy f(x) không đổi trên  

[a, b], tức là f(x) = const trên [a, b] 

Định lí 3.33:  Cho f  liên tục trên [a, b], khả vi trên (a, b). Để f  tăng trên [a, b] thì cần và đủ   

                      là   

                                          ),(,0)(' baxxf   

Chứng minh:  

Giả sử f  tăng trên [a, b]. Cho *
0x (a,b), h    sao cho ),(0 bahx  , ta sẽ nhận 

được:bất đẳng thức:           0
)()( 00 


h

xfhxf
 

 Qua giới hạn bất đẳng thức trên khi 0h  và do tính khả vi suy ra 0)(' 0 xf  

             Ngược lại, giả sử 0)('),,(  xfbax . Lấy tùy ý ],[, 21 baxx  . Áp dụng định lí 

Lagrange trên ],[ 21 xx  sẽ có ),( 21 xxc  sao cho: 

          )(')()()( 1212 cfxxxfxf   

                        )(0))()()(( 1212 xfxfxfxx   tăng trên [a ,b]  

 Thay f  bởi –f  sẽ nhận được định lí trong trường hợp hàm số giảm. 

Định lí 3.34: Cho f  liên tục trên [a, b], khả vi trên (a, b). Để f  tăng ngặt trên [a, b], điều   

                     kiện  cần  và đủ là  

    1. ),(,0)(' baxxf   

            2.  Tập }0)('),,({  xfbax  không chứa bất kỳ một khoảng có phần trong  

                   không rỗng nào. 
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Chứng minh:  

Điều kiện cần: Giả sử f  tăng ngặt trên [a,b]. Theo định lí 3.33 ta có: 

    ),(0)(' baxxf       

Nếu }0)('),,({  xfbax  chứa một khoảng có phần trong không rỗng tức là tồn tại 

0  đủ bé, c để f’(c) = 0 sao cho }0)('),,({),(  xfbaxcc   hay là 

0)('),,(  xfccx  . Theo định lí 3.32. thì f(x) = const trên ],[   cc , điều này  

mâu thuẫn vì f(x) tăng ngặt trên [a, b]. Chứng tỏ tập các không điểm của f’(x) không chứa bất 
kỳ khoảng nào có phần trong không rỗng. 

 Điều kiện đủ: Giả sử ),(0)(' baxxf       và tập các không điểm của f’(x) không 

chứa bất kỳ khoảng nào có phần trong không rỗng. Theo định lí 3.33, rõ ràng  f  tăng trên [a, b]. 

Giả sử f  tăng không ngặt, tức là ),(, 21 baxx   sao cho 21 xx   và )()( 21 xfxf   vì f  tăng 

trên [a, b] nên ],[ 21 xxx  )()()()()()( 2121 xfxfxfxfxfxf   trên ],[ 21 xx . Vậy 

}0)(',{),( 21  xfxxx mâu thuẫn với giả thiết. Chứng tỏ f  tăng ngặt trên [a,  

3.6.2. Điều kiện hàm số đạt cực trị 

Định lí 3.35:  Cho  Xf  . Nếu tồn tại   ,a a X     để ( )f x liên tục trong khoảng  

                      đó  đồng thời 0)(' xf  trên ),( aa   và 0)(' xf  trên ),( aa   thì f  có một  

                      cực đại tại a. 

 Định lí này suy trực tiếp từ định lí 3.33 trong mục 3.6.1 và định nghĩa cực trị của hàm 
số. 

Định lí 3.36: Cho nCf   tại lân cận )(a  và thỏa mãn các điều kiện: 

                 0)(,0)(...)(' )()1(   afafaf nn  

        Khi đó:     

       1.  Nếu n chẵn thì f(x) đạt cực trị tại a: đạt cực tiểu nếu 0)()( af n , đạt cực đại    

            nếu  0)()( af n . 

       2.  Nếu n lẻ thì f(x) không đạt cực trị tại a. 

 

Chứng minh: 

 Trong lân cận đủ bé của a, ta có công thức Taylor tại lân cận đó: 

  n
n

n
n

ax
n

f
ax

n

af
ax

af
afxf )(

)(
)(

)!1(

)(
...)(

!1

)('
)()(

)(
1

)1(




 
 

 

  ),(,)(
!

)(
)()(

)(

xaax
n

f
afxf n

n

 
      

 *  Nếu n  chắn thì 0)(  nax  
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 Giả sử     0nf a  , do tính liên tục của    nf x  ở lân cận a nên 0)()( nf   trong 

)(a .  Vậy  f x  đạt cực tiểu tại a. 

 Giả sử     0nf a  , khi đó )()( afxf   chứng tỏ  f x  đạt cực đại tại a.     

     *  Nếu n  lẻ, thì  nax   đổi dấu ở lân cận )(a , trong khi đó 0)()( af n . Giả 

sử 0)( 0
)(  faf n  do tính liên tục của    nf x    nên 0)()( nf ở lân cận khá bé của a. Lúc 

đó nn axf ))(()(   có dấu thay đổi khi x đi qua a. Vậy 

          )()( afxf   nếu ax   và )()( afxf   nếu ax   với x  khá gần a.  

             Suy ra  f x  không đạt cực trị tại a.   

Ví dụ 3.27:    Cho f : ,   g :       sao cho   ( ) ( ) ,  ,f x f y x y g x y x y       

             và 0)0( g . Chứng minh f  là hằng số trên  .      

Giải: 

  Lấy x tùy ý nhưng cố định trên  , khi đó 

   ( ) ( )
    

f x f y
y x g x y

x y


    


 

 Qua giới hạn, và chú ý )('0
)()(

lim0)0( xf
yx

yfxf
g

xy








  

Theo định lí 3.32. thì  f x  = const trên  . 

Ví dụ 3.28:   Cho  f :   , f  bị chặn, khả vi đến cấp 2 và 0)(" xf . Chứng minh  f  là hàm  

                      giảm. 

Giải:   

 Vì )('0)(" xfxf   tăng. Giả sử c   để f’(c) > 0. Áp dụng định lí Lagrange đối 

với f(x) trên [c,x], 1  ( , )x c c c x      sao cho   

                                 ))(('))((')()( 1 cxcfcxcfcfxf   

         
x

cxcfcfxf ))((')()(  

  Chứng tỏ  f x  không bị chặn. Vậy )(0)(' xfxf   giảm trên  . 

Ví dụ 3.29:  Tìm các khoảng tăng, giảm và cực trị của hàm số: 3

2

3

2

)1(  xxy  

Giải:    Hàm số xác định x   và khả vi trên   \ 0;1   

               











33

/

1

11

3

2

xx
y  

                0/ y  khi   33 1 xx ,   
1

1   
2

x x x           
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 Từ biểu thức của /y  ta có bảng biến thiên của hàm số: 

 

        

 

 

 

 

 

 Vậy hàm số giảm trong các khoảng 
1

( ;0),  ( ;1)
2

  và tăng trong các khoảng 

1
(0; ),  (1; )

2
  đồng thời 

                1)1()0(min  yyy ,          3
max 2)

2

1
(  yy  

3.7. BÀI TOÁN TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ BÉ NHẤT 

Bài toán:  Cho hàm số )(xf  xác định trên tập X . Tìm giá trị bé nhất (GTBN), giá trị lớn nhất  

(GTLN) của hàm số trên tập đó. 

 Người ta nói rằng hàm )(xf  đạt GTBN là m trên X  tại Xx 1  khi và chỉ khi : 

    Xxxfxfm      ),()( 1  

 và hàm )(xf  đạt GTLN là M tại Xx 2  khi và chỉ khi :    

               XxxfxfM      ),()( 2  

3.7.1. Hàm liên tục trên đoạn kín [a,b] 

 Theo tính chất liên tục của hàm số trên một đoạn kín bao giờ cũng tồn tại m, M. Theo 
định lý Fermat, nếu hàm khả vi tại x0 và đạt cực trị tại đó thì f’(x0) = 0. Vì cực trị có tính địa 
phương nên các điểm tại đó hàm đạt GTBN, GTLN chỉ có thể là hoặc các điểm tại đó hàm  

số không khả vi hoặc các điểm làm đạo hàm triệt tiêu hoặc các điểm a, b. Từ đó các quy tắc 
tìm m, M tương ứng x1, x2 như sau: 

a.  Tìm các giá trị f(a), f(b). 

b.  Tìm các giá trị của hàm số tại các điểm hàm số không khả vi. 

c.  Tìm giá trị của hàm số tại các điểm làm triệt tiêu đạo hàm f’(x). 

d.  So sánh các giá trị tìm được ở trên để tìm ra giá trị bé nhất, gọi đó là m và tìm ra     

     giá  trị lớn nhất, gọi đó là M. 

3.7.2. Hàm liên tục trên khoảng mở, khoảng vô hạn 

 Trong trường hợp này, thay vì tính f(a), f(b), ta tìm giới hạn của hàm số khi x dần tới 
a, dần đến b, hoặc dần đến . Tuy nhiên phải xem xét hàm số có đạt được giới hạn này 
không. Các bước tiếp theo thực hiệm như mục trên. 

 

 x         0      
2

1
   1    

 

y’      -             +          0          -  +  

                   3 2       

y      

                   1     1 
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Ví dụ 3.30:  Tìm GTBN, GTLN của hàm số 2 23 ( 2 )  ,   0 3y x x x     

Giải: 

                  3 9)3(,0)0(  yy  

 Hàm số khả vi trên khoảng (0,3) \ {2} và 0)2( y . 

  0
)2(

1

3

4
'

3







xx

x
y  khi 1x , 1)1( y  

    09,1,0min 3 m  đạt được tại 2,0  xx   

       33 99,1,0max M  đạt được tại 3x  

Ví dụ 3.31:   Tìm GTBN, GTLN của hàm số   xxy x 1,0,     

Giải: 

 Hàm số khả vi trên khoảng );1,0(  . 

  


x

xx
xyy limlim,

10

1
)1,0(

10
    

    0)1(ln'  xxy x  khi 1 ex ,  eeey
1

1 )(
   

 Vậy  
ee ee

m
1101

1

10

1
,

1
min 













  đạt được tại 1 ex  

 Hàm số không có GTLN. 

3.8. HÀM LỒI 

3.8.1. Khái niệm về hàm lồi, hàm lõm và điểm uốn 

A. Định nghĩa: 

1.  Ánh xạ  f   được gọi là lồi trên X nếu: 

   )()1()())1((],1,0[,, 212121 xfxfxxfXxx               (3.42) 

     Người ta nói rằng  f  là lõm trên X  khi và chỉ khi  f   là lồi trên X .  

     Đồ thị của hàm lồi  f   trên (a, b) được mô tả trên hình 3.8. 

     Đặt 1 2 1 1 1 2 2 2(1 ) , ( , ( )), ( , ( )),  fx x x M x f x M x f x C    là đồ thị của hàm số f . 

     Như vậy ánh xạ f  lồi khi và chỉ khi với bất kỳ cặp điểm ),( 21 MM  của fC , mọi 

điểm fCM   có hoành độ nằm giữa các hoành độ của M1 và M2 đều nằm phía dưới đoạn 

M1M2 . Nói cách khác đường cong nằm dưới mọi dây cung tương ứng. 
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y

x1x x 2x

1M

2M

0

)(xf
)( 1xf

)( 2xf

)()1()( 21 xfxf  

 
          H.3.8  

2.  Cho Xf  . Giả sử ],[],[ cbbaX   mà f  lồi (lõm) trên [a, b], f  lõm (lồi) trên [b, 

c] . Khi đó điểm U(b, f(b)) gọi là điểm uốn của đồ thị Cf  của hàm số. Như vậy điểm uốn là 
điểm phân biệt giữa các cung lồi và cung lõm của đồ thị hàm số 

B.  Tính chất 

Định lí 3.37:  Để f   là lồi trên X  điều kiện cần và đủ là Xa , tỷ số gia tại a của f   tăng   

                       trên }{\ aX , tức là  

          
ax

afxf
xa 




)()(
)(  tăng trên }{\ aX . 

Chứng minh: 

Lấy tùy ý ,  ,  a b c X  sao cho a < b < c . Gọi A(a, f(a)), B(b, f(b)), C(c, f(c)) và P(AB), 

P(AC), P(BC) là các hệ số góc của các đường AB, AC, BC.  

Ta có )()(),()( ACPcABPb aa   .  Vậy định lí được chứng minh khi ta chỉ ra 

)()( ACPABP   là điều kiện cần và đủ của hàm lồi. 

Ta đặt cab )1(   , trong đó ]1,0[




ac

bc .  Hàm số f  lồi có nghĩa là :  

                )()1()())1(( cfafcaf    

               

ac

afcf

ab

afbf

cfabafbcbfac











)()()()(

)()()()()()(
  

 Chứng tỏ   )()( ACPABP   
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Định lí 3.38: ( Bất đẳng thức Jensen) 

 Nếu Xf   lồi , *
1 2 1 2, ,  ,...,  ;  ,  ,...,  [0,1]n nn x x x X       sao cho 




n

k
k

1

1  thì    

                                      









 n

k
kk

n

k
kk xfxf

11

)(                                            (3.42) 

Chứng minh:  Qui nạp theo n 

   *  Với n = 1 dễ nhận thấy bất đẳng thức đúng, với n = 2 cũng đúng theo định nghĩa hàm 
lồi. 

*  Giả sử bất đẳng thức trên đúng với *n , ta đi chứng minh bất đẳng thức đó cũng 
đúng với n +1. 

 Cho 1 2 1,  ,...,  nx x x X   và 1 2 1,  ,...,  [0,1]n      sao cho 



n

k
k

1

1 .  

   Nếu 0...21  n  bất đẳng thức đúng  là hiển nhiên. 

 Giả sử )0,...,0,0(),...,,( 21 n  gọi 


 
n

k
nk

1
1 01   và  




n

k
kk Xxx

1

1
' 


    

   Vì  1 2,  ,...,  nx x x X  và f   lồi, ta suy ra 

 )()'()()1()'())1('( 1111

1

1













 nnnn

n

k
kk xfxfxfxfxxfxf   

   Theo giả thiết qui nạp: 

  
 











n

k

n

k
kkk

k
n

k
k

k xfxfxfxf
1 11

)(
1

)()'( 






 

   Bởi vì  ]1,0[

k  và 




n

k

k

1

1



, vậy ta có 















 1

1

1

1

)(
n

k
kk

n

k
kk xfxf   

3.8.2. Điều kiện hàm lồi 

Định lí 3.39:  Giả sử f  là lồi trên X  khi đó f  khả vi phải và trái tại mọi điểm trong của X  và   

                      Xcba  ,,  sao cho a < b < c, ta có 

            
bc

bfcf
bfbf

ab

afbf
pt 





 )()(

)(')('
)()(

                           (3.43) 

Chứng minh:  Theo định lí 3.37, 
( ) ( )

( )b

f x f b
x

x b
 




 tăng trên }{\ bX  

* Cho ),[ bau  và ),( cbv  sẽ có: )()()()( cvua bbbb   . Như vậy )(xb  tăng 

trên [b,c) và bị chặn dưới bởi )(ub . Theo Mục  2.2.2.F, )(xb  có giới hạn phải tại b, chính là 

 '
pf b  và ( ) ( ) '( ) ( )b b p ba u f b c      
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* Từ đó suy ra )(xb  tăng trên [a,b) và bị chặn dưới bởi )(' bf p . Vậy nó có giới hạn trái 

tại b, giới hạn đó là )(' bf t  và )()(')(')( cbfbfa bptb    

y

A

C

B

t

a b c x0

y

x0

1









1,0,1

)1,0(,0
)(

xx

x
xf

       

      

y

x0

1

-1 1

]1,1[11)( 2  xxxf      ,  

 

                 H.3.9 

Chú ý: 

a.  f  lồi trên [a, b] thì liên tục trên (a, b) (Theo Mục 3.1) 

b.  f  lồi trên [a, b] có thể gián đoạn tại a hoặc liên tục tại a hoặc không khả vi phải tại a. 

         Định lí 3.37 và các chú ý được minh họa trên hình 3.9. 

Định lí 3.40:  Cho Xf   khả vi. Để f  lồi trên X  điều kiện cần và đủ là f’  tăng trên X  

Chứng minh: 

 Giả sử f  lồi trên X , ta lấy Xba ,  sao cho ba  . Theo định lí 3.37 ta có: 

  )(')('
)()(

)(' xfbf
ab

afbf
af 




  tăng trên X 

 Ngược lại vì f’(x) tăng trên X, lấy ,  a b X  sao cho a < b và ]1,0[ , ta 

đặt bax )1(    ( các trường hợp a = b hoặc 0,  1   là tầm thường). Áp dụng định lí 

Lagrange cho f  trên các đoạn [a, x], [x, b] thì tồn tại ( , ),  ( , )c a x d x b   sao cho 

  )('))(1()(')()()( cfabcfaxafxf    

  )(')()(')()()( dfabdfxbxfbf    

 Vì f’ tăng nên ))()()(1())()(()(')(' xfbfafxfdfcf   . Nghĩa là 

  )()1()()( bfafxf   . Chứng tỏ f  lồi trên X. 

Hệ quả 1:  Cho  f  khả vi hai lần trên X. Để f  là lồi điều kiện cần và đủ là  

                                                      "( ) 0,  f x x X    

Hệ quả 2:  Để U(a, f(a)) là điểm uốn của đồ thị hàm Xf   với Xa ,  f  khả vi hai lần trên  

                 X , điều kiện cần và đủ là  f”(a) = 0 và  f”(x)  đổi dấu khi x đi qua điểm a. 

Ví dụ 3.32: Xét tính lồi, lõm và tìm điểm uốn của đồ thị hàm số 0   ,ln  a
x

a

x

a
y  

Giải: 
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Hàm số khả vi mọi cấp khi 0x . 

 )ln1('
2 x

a

x

a
y  , )ln23("

3 x

a

x

a
y   

 0"y  khi 0ln23 
x

a
 hay 2

3

aex        

 Ta có 0"y  khi 2

3

.eax   và 0"y  khi 2

3

aex  . 

 Vậy hàm số lõm trong khoảng 









2

3

,0 ae , lồi trong khoảng  









,2

3

ae  và các toạ độ 

của điểm uốn: 2

3

aexU   và 2

3

2

3 
 aeyU  

Ví dụ 3.33:  Cho f(x) = xlnx  trên ),0(   

       

       a. Chứng minh f  là lồi trên ),0(    

       b. Chứng minh ),0(,,,  bayx  thì 
ba

yx
yx

b

y
y

a

x
x




 ln)(lnln  

Giải: 

a. ,1ln'  xf  0
1

" 
x

f . Vậy f  lồi trên ),0(   

b. Ta lấy 
b

y
x

a

x
x  21 ,  và 

ba

a


  

  

b

y

b

y

ba

b

a

x

a

x

ba

a

ba

yx

ba

yx

b

y
f

ba

b

a

x
f

ba

a

b

y

ba

b

a

x

ba

a
f

lnlnln












































    

       Từ đó ta nhận được  
b

y
y

a

x
x

ba

yx
yx lnlnln)( 




  

3.9. TIỆM CẬN CỦA ĐƯỜNG CONG 

3.9.1. Khái niệm chung về tiệm cận 

 Đường thẳng ( ) được gọi là tiệm cận của đường cong fC   nếu như khoảng cách   

từ một điểm fCyxM ),(  đến ( ) dần đến 0 khi   22 yx  (tức là M chạy ra vô cùng 

trên đường cong fC ). Xem hình 3.10 
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y

y

x
x



)(

),( yxM

fC

0

H

 
               H. 3.10 

 Như vậy điều kiện cần để đường cong fC  có tiệm cận là đường cong đó có nhánh ra 

vô cùng. Hơn nữa fC  và tiệm cận của nó vẫn có thể giao nhau. 

3.9.2. Phân loại và cách tìm tiệm cận 

 A. Tiệm cận đứng (Tiệm cận song song với trục tung) 

 Đường x = a  là tiệm cận đứng của đường cong )(xfy   khi và chỉ khi   

    


)(lim xf
ax

                                                               (3.44) 

 Giới hạn trên có thể bao hàm cả trường hợp   yaxax ,, , y . Ứng 

với từng trường hợp sẽ nhận được tiệm cận đứng ở phía trên hoặc phía dưới, bên phải hoặc 

bên trái đường cong fC . Số a chính là cực điểm của hàm số.  

 B. Tiệm cận ngang (Tiệm cận song song với trục hoành) 

Đường y = b là tiệm cận ngang của đường cong )(xfy   khi và chỉ khi 

    bxf
x




)(lim                                                                (3.45) 

Tuỳ theo x  hay x  ta có tiệm cận ngang bên trái hay bên phải. 

C. Tiệm cận xiên (Tiệm cận không song song với các trục toạ độ) 

Đường   xy , 0  là tiệm cận xiên của đường cong )(xfy   khi và chỉ khi 

              
 




















xxf
x

xf

x

x

)(lim

)(
lim

                                                    (3.46) 

Tuỳ theo x  hay x  ta có tiệm cận xiên bên trái hay bên phải. 
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Rõ ràng về phía nào đó khi đã có tiệm cận ngang y = b thì không thể có tiệm cận xiên 

bởi vì khi đó 0
)(

lim 
 x

xf
x

 và ngược lại. 

Ví dụ 3.34: Tìm các tiệm cận của đường cong cho bởi phương trình 

    )
1

ln(
x

exy   

Giải:     Hàm số xác định khi 0
1


x
e  hay 0)1(  xex , hay 

e
x

1
  hoặc x > 0. 

 Vậy tập xác định là ),0()
1

,( 
e

X  

 
e

x
x

ex

e
x

1
)

1
ln(lim

1






 là tiệm cận đứng. 

    Ngoài ra:        1lim 
 x

y
x

  

    
e

x

x
ex

x

x
e

x
exxy

xxxx

1
1

1
1

).
1

(

lim
1

1)
1

ln(
lim1)

1
ln(lim)(lim

2

2














 


  

     Vậy 
e

xy
1

  là tiệm cận xiên cả hai phía. 

3.10. BÀI TOÁN KHẢO SÁT HÀM SỐ 

3.10.1. Đường cong trong tọa độ Đề các  

Những kết quả trong các mục trên dẫn đến việc khảo sát đầy đủ một hàm số về phương 
diện định lượng và định tính. 

Sơ đồ tổng thể để khảo sát hàm số gồm các bước dưới đây 

1. Tìm miền xác định f  (nếu như chưa cho) và các tính chất đặc biệt của hàm số như:   

      chẵn, lẻ, tuần hoàn (nếu có) 

   2.   Xét sự biến thiên của hàm số:  Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số. 

   3.   Tìm cực trị (nếu có) 

   4.   Xét tính lồi, lõm của hàm số, điểm uốn (nếu có) 

   5.   Tìm tiệm cận của đồ thị hàm số (nếu có) 

   6.   Lập bảng biến thiên 

   7.   Vẽ đồ thị 

Dưới đây ta sẽ minh họa bài toán khảo sát hàm số qua một số ví dụ cụ thể. 

Ví dụ 3.35:  Khảo sát hàm số  
1

)(
3




x

x
xfy  
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Giải: 

* Tập xác định : Để hàm số xác định thì 0
1

3


x

x
 hay 0

1


x

x
. Vậy \(0,1]X   

    * Chiều biến thiên:   
3)1(

)
2

3
('




x

x
xy  trên X 

               0)(' xy  khi 
2

3
,0  xx  

     Bảng xét dấu của y’ 

 

                      

x  0 1 2

3


y' - 0 - +0

 
 

Vậy y  giảm khi x < 0 hoặc 
2

3
1  x  và tăng khi

3

2
x   

   *  Cực trị : Từ bảng xét dấu của y’ suy ra    
2

3
min x     

   
2

33
)

2

3
(min  yy  

         *  Tính lồi, lõm:  }0{\,0
)1(

1

4

3
"

5
Xx

xx
y 


  chứng tỏ f(x)  lồi trên X. 

   *  Tiệm cận:   


)(lim
1

xf
x

 Tiệm cận đứng x = 1. 

2

1

1

1
1

1
)( 














x
x

x

x
xxf  

   Ta áp dụng công thức Taylor cho hàm )1( x sẽ nhận được 

2 2

2 2

2 2

1 1
0 khi 0

2( 1) 8 ( 1) ( 1)1 1
( ) 0

2( 1) 8 ( 1) ( 1) 1 1
0 khi 0

2( 1) 8 ( 1) ( 1)

x x
x x x

x x xx x
f x x x

x x x x x
x x x

x x x
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Suy ra              0
2

1
)(









 

x
xxf ,   0

2

1
)(









 

x
xxf  

Vậy nhận được các tiệm cận xiên  
2

1
,

2

1
 xyxy  

*  Bảng biến thiên                 

x  0 1 2

3


y' - 0 - +0

y" + + +

  

0 2

33

y

 
*  Đồ thị 

    Đồ thị hàm số cho bởi H.3.11 

y

x
10

2

3

2

33

 
H. 3.11 

Ví dụ 3.36:  Khảo sát hàm số 
2)1)(1( xx

x
y


  

Giải:    *  Tập xác định: X \{ 1}   

          *  Chiều biến thiên:  
32

2

)1()1(

12
'

xx

xx
y




  trên X 

            *  Bảng xét dấu của đạo hàm                

                            

x  -1 

y' - +

1

+
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Từ bảng xét dấu của y’ suy ra y giảm trên )1,(  , y tăng trên )1,1(  và ),1(  . 

Ngoài ra hàm số y không đạt cực trị 

*  Tính lồi, lõm:    

   
43

23

)1()1(

1533
.2"

xx

xxx
y




  

Nhận xét : Phương trình 015330" 23  xxxy  có duy nhất nghiệm trong 

khoảng )
2

3
,0( . Ta gọi nghiệm đó là x0 

Vậy hàm số y lõm trên ),1(),,1(),1,( 0  x , hàm số y lồi trên (x0, 1)  

     và U(x0, y(x0)) là điểm uốn.  

        *  Tiệm cận:   
 21 )1)(1(

lim
xx

x
x

 

               



   2121 )1)(1(

lim,
)1)(1(

lim
xx

x

xx

x
xx

 

         Vậy ta nhận được các tiệm cận đứng 1x , 

         Ngoài ra 0lim 


y
x

, vậy ta nhận được tiệm cận ngang có phương trình y = 0. 

  *  Bảng biến thiên 

 

                               

x  -1 1 

y' -

-

+

y" + -

 y

0x



- 0

+



Uy

0

 
    * Đồ thị 

 
y

x

-1 0 10x

 
H. 3.12 
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3.10.2. Đường cong cho bởi phương trình tham số        

 Tham số hóa phương trình đường cong, ngoài việc đơn giản hóa phương trình, chẳng 

hạn Ellipse với các bán trục a, b:   
2 2

2 2
1

x y

a b
   dưới dạng tham số sẽ là   

cos

sin

x a t

y b t


 

, mà 

trong quá trình khảo sát cũng sẽ đơn giản hơn 

            Giả sử khảo sát đường cong cho dưới dạng tham số 

                                     
 
   ,  ,

x x t

y y t t  

 


 
 

            Tương tự như đối với hàm số cho dưới dạng tường minh, ta tiến hành các bước sau:  

1.  Tìm miền xác định, các điểm gián đoạn của    ,x t y t , xét tính chẵn lẻ, tuần hoàn 

nếu có. 

2.  Xét chiều biến thiên của    ,x t y t  nhờ vào xét dấu của các đạo hàm    , ,,x t y t .          

và từ  công thức 
 
 

,
,

,x

y tdy
y

dx x t
   ta suy ra dấu của ,

xy  để xác định cực trị;  

     3.  Tìm các tiệm cận như sau: 
 

 
0

0

lim

lim

t t

t t

x t a

y t





 



 

  ta nhận được tiệm cận đứng x a  

                                                     
 

 
0

0

lim

lim

t t

t t

x t

y t b





  





  ta nhận được tiệm cận ngang y b  

 

      
 

 
0

0

lim
 

lim

t t

t t

x t

y t





  



 

 và   

 
 
   

0

0

lim
 

lim

t t

t t

y t
k

x t

y t kx t b









    

ta nhận được tiệm cận xiên y kx b   

4  Tìm đạo hàm cấp hai 
 

2

2 , ,, , ,,
,,

32 ,x

d y x y y x
y

dx x


  và xét dấu của nó để xác định các 

khoảng lồi, lõm của đường cong, điểm uốn của nó. Trong trường hợp tìm đạo hàm cấp hai 
khá phức tạp ta có thể bỏ qua phần này; 

5.  Lập bảng biến thiên, vẽ đồ thị của hàm số. Trong khi vẽ ta chỉ chú ý đến những giá 

trị đặc biệt của x, y và đạo hàm ,
xy ( biểu thị hệ số góc của tiếp tuyến của đường cong) 

Ví dụ 3.37:   Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 

                                                            
3

3

cos

sin ,  0

x a t

y a t a
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Giải:        Đường cong có phương trình đã cho được gọi là đường Astroid. Dễ dàng biến đổi 

nó về dạng chính tắc, cụ thể dưới dạng ẩn 
2 2 2

3 3 3x y a  . Tuy nhiên ta khảo sát trong dạng    

tham số sẽ thuận tiện hơn.   

         *  Miền xác định là  ,  , còn miền giá trị của x, y là  ,a a  . Vì thế đường cong 

không có tiệm cận. Ngoài ra, x và y đều tuần hoàn với chu kì 2  nên ta chỉ cần xét 

 0, 2t   

         *  Ta tính các đạo hàm:   , 2 3
3 cos sin 0 khi 0,  ,  ,  ,  2

2 2
x t a t t t

       

                                                 , 2 3
3 cos sin 0 khi 0,  ,  ,  ,  2

2 2
y t a t t t

      

                                                ,
xy tgt  ,    2

,,
4

1

3 cos sinx
y

a t t
        

                                                , , 3
0 khi 0,  ,  2 ;   khi ,  

2 2x xy t y t
        

         *  Bảng biến thiên 

   t 
0            

2


                           

3

2


            2           

  ,
tx  0           0            0           0             0             

  x  a              0             a              0                a     

  ,
ty  0           0            0            0            0    

  y  0              a                0           a               0  

  ,
xy  0                    0                     0  

 

           *  Đồ thị. (Xem H.3.13)                                                                                         

                                     

y

x

a

a- a

- a

O

                                      
                                                             H. 3.13                                                                                                                      
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Ví dụ 3.38:  Khảo sát và vẽ đường cong cho bởi phương trình 

                                          3 3 3 0,  0x y axy a     

Giải:      Khảo sát trực tiếp dưới dạng ẩn của hàm đã cho là rất khó, vì thế ta tham số hóa 
đường cong đã cho và khảo sát  nó trong dạng tham số. Trước hết nhận thấy vai trò của x và y 
trong phương trình là đối xứng nên đường cong đối xứng qua đường phân giác của góc phần 

tư thứ nhất. Sau khi đặt 
y

t
x

  và thay vào phương trình ta nhận được phương trình tham số 

của đường cong              
2

3 3

3 3
,  ,  1

1 1

at at
x y t

t t
   

 
 

        *  Hàm số    ,x t y t xác định 1t               

        *  Ta tính các đạo hàm:     
 

3

,
2 33

3 1 2 1
0 khi 

21

a t
x t t

t


  


   

                                                  
 

3

, 3
23

3 2
0 khi 0,  2

1

a t t
x t t

t


  


       

                                                   
 3

, ,3
3 3

2 1
0 khi 0,  2;   khi ,  

1 2 2
x x

t t
y t y t

t


      


 

         *  Tiệm cận:        lim 0,  lim 0
t t

x t y t
 

   

                            
31 1 1 1

3 1
lim lim 1;  lim lim

1t t t t

at ty
t y x a

x t   


      


 

                         Đường cong có duy nhất tiệm cận xiên y x a    

 

          *  Bảng biến thiên  

   t 
           1             0            

3

1

2
            3 2             

  ,
tx                ║                       0             0             

  x  0      ║   0       3 4a          3 2a     0    

  ,
ty                 ║              0                                      

  y  0       ║    0       3 2a         3 4a     0                

  ,
xy             ║           0         ║              0              

 

          *  Đồ thị hàm số ( Xem H.3.14 ) 
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y

O x-a

-a

3 2a

3 2a

3 4a

3 4a

 
                                                            H.3.14 

 

3.10.3. Đường cong trong tọa độ cực 

3.10.3.1. Hệ tọa độ cực 

            Để xác định vị trí của các điểm trong mặt phẳng, ngoài hệ tọa độ Đề các, người ta còn 
dùng hệ tọa độ cực như sau:  

            Chọn một điểm O gọi là cực và một trục Ox gọi là trục cực. Vị trí của một điểm M bất 

kì được xác định bởi hai số: góc  Ox,OM 


 được định hướng, chiều dương là ngược kim 

đồng hồ, gọi là góc cực và r OM


 được gọi là bán kính véc tơ. Cặp số  ,r  gọi là tọa độ 

cực của điểm M. Để biểu diễn được tất cả các điểm trong mặt phẳng rõ ràng ta chỉ cần hạn 

chế 0r   và 0 2   . Với qui ước này thì giữa cặp số  ,r  và các điểm của mặt phẳng 

trừ cực O là tương ứng 1 1 . Riêng điểm O ứng với 0r   và   tùy ý 

             Nếu chọn hệ trục tọa độ Đề các có gốc tại cực và trục hoành trùng với trục cực (Xem 

H.1.1, Chương I) thì tọa độ Đề các  ,x y  và tọa độ cực   ,r  của cùng một điểm M có liên 

hệ sau:       
cos

sin

x r

y r





 

      và ngược lại     
 

2 2 2

tg ,  os 0,  sin 0

r x y

y
xc y

x
  

  



  

      (3.47)                                                                                                                                       

Ngoài ra người ta còn định nghĩa hệ tọa độ cực mở rộng như sau: Để xác định điểm  ,M r  , 

đầu tiên ta xác định tia Ou tạo với trục cực góc  ( có hướng âm hoặc dương ), rồi trên tia Ou 

lấy điểm M sao cho r OM


 ( 0r   thì M nằm trên tia Ou, 0r   thì M nằm trên phần kéo 

dài với hướng ngược lại ). Vậy mỗi cặp  ,r   có một điểm tương ứng duy nhất. Nhưng 

ngược lại, mỗi điểm có vô số cặp  ,r   là tọa độ cực, chẳng hạn 2,
2

M
 

 
 

 có các tọa độ cực 
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 khác như sau: 2, 2 ,  2, 2 ,  
2 2

k k k
            

   
 . Các liên hệ  (3.47) vẫn đúng trong hệ 

tọa độ cực mở rộng. Từ nay về sau, không có chú ý gì đặc biệt chúng ta luôn xét trong hệ tọa 
độ cực mở rộng và để đơn giản gọi chung là hệ tọa độ cực 

3.10.3.2. Phương trình đường cong trong tọa độ cực               

                Hệ thức           , 0F r    hoặc  r r   hoặc   r                           (3.48) 

xác định một quan hệ giữa các tọa độ cực ,r   được gọi là một hàm số biểu diễn trong tọa độ 

cực. Quĩ tích các điểm  ,M r  thỏa mãn (3.48) được gọi là đường cong biểu diễn hàm cho 

bởi (3.48). Phương trình (3.48) sẽ gọi là phương trình của đường cong này trong tọa độ cực. 

               Nhờ vào tọa độ cực, nhiều đường cong được mô tả bởi phương trình rất đơn giản so 
với việc mô tả trong tọa độ Đề các. 

Ví dụ3.39:   Hãy nhận dạng các đường cong có phương trình sau trong tọa độ cực 

              a.   r a ( hằng số );                    b.     ( hằng số );   

              c.   2 cos ,  0;r a a                 d.    2 cos ,  0;r a a   

Giải:  a. Tập các điểm cách O là a. Vậy phương trình mô tả đường tròn tâm O, bán kính là a             

              Theo (3.47) ta có phương trình tương đương trong tọa độ Đề các 2 2 2x y a   

   b. Tập các điểm nằm trên tia gốc O lập với trục cực một gó là  . Vậy phương trình  

        biểu diễn nửa đường thẳng lập góc    với trục cực. Trong tọa độ Đề các nó có    

        phương trình  tg ,  cos 0y x x    

    c. Theo (3.47) ta có phương trình tương đương trong tọa độ Đề các  

                       2 2 2 2 2 22 cos 2 ( )r ra x y ax x a y a        .   

           Đó là đường tròn tâm  ,0I a bán kính a 

    d. Tương tự ta nhận được đường tròn tâm  0,I a  bán kính a 

3.10.3.3. Khảo sát đường cong trong tọa độ cực  

               Trước hết ta thấy rằng, nếu đường cong trong tọa độ cực có phương trình  r r   

thì phương trình tham số của đường cong (tham số là góc cực  ) trong dạng 

                                 
 
 

os

sin

x r c

y r

 

 

 



 

                 Gọi  là góc giữa tiếp tuyến của đường cong tại điểm M và trục Ox, ta có 

                                 
   
   

,

,

sin os

os sin

r r c
tg

r c r
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y

x

 
                                               H.3.15 

                                           

            Bây giờ gọi   là góc giữa bán kính cực của điểm M và tiếp tuyến của đường cong tại 

điểm M, ta có      (Xem H.3.15), đo vậy 

                                   
 
 ,

sin
tg

tg tg os
tg

sin1 tg tg 1 tg
os

rc
r

c

      





  
 

                                (3.49) 

            Căn cứ vào góc   có thể dễ dàng xác định được tiếp tuyến của đường cong                 

  Trình tự khảo sát tổng quát một đường cong trong tọa độ cực như sau: 

           1.  Tìm miền xác định, xét tính chẵn, lẻ, tuần hoàn nếu có     

           2.  Lập bảng biến thiên 

           3.  Xác định một số điểm đặc biệt, các tiếp tuyến đặc biệt và vẽ đồ thi hàm số. 

Chú ý: 

a. Tính đối xứng:   

*  nếu  r  là hàm số chẵn thì đường cong đối xứng qua trục cực.               

            *  nếu  r  là hàm số lẻ thì đường cong đối xứng qua dường vuông góc với  trục cực 

  *  nếu phương trình cho dưới dạng  r   mà    r r     thì đường cong đối 

xứng qua cực. 

b.  Nếu  hàm số tuần hoàn với chu kì 2T  , ( 0    ) thì chỉ cần khảo sát  

đường cong với   biến thiên trong đoạn  ,  . Sau đó muốn có toàn bộ đường cong chỉ 

cần quay quanh cực O thuận và ngược kim đồng hồ phần đồ thị đã vẽ trong góc bằng T. 

Ví dụ 3.40:  Khảo sát đường cong trong tọa độ cực   1 os ,  0r a c a   ( đường Cardioid) 

Giải:  
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       *  Hàm số xác định trên  ,  , tuần hoàn với chu kì 2  nên chỉ cần xét trong 

đoạn ,  . Ngoài ra hàm số là chẵn nên đường cong đối xứng qua trục cực. Cuối cùng ta 

chỉ cần khảo sát trên đoạn  0, . 

        *  Theo (3.49) ta có  
 

,

1 os 1 os
tg

sin sin

a cr c

r a

 
 

 
   


 

              

22cos1 os 2lim tg lim lim lim cotg 0
sin 22sin os

2 2

c

c
       


      


        

*   Bảng biến thiên 

  
0               

4


               

2


              

3

4


                

,r  
0         

2

2
a        a         

2

2
a        0  

 r  2a      1,7a         a       0,3a      0    

tg          2, 43a        1            0, 43a        0                                                

* Đồ thị (Xem H.3.16) 

Ví dụ 3.41:  Khảo sát đường cong cho bởi phương trình  asin3r   (đường hoa hồng ba cánh) 

Giải:   

      * Hàm số xác định trên   ,  ; hàm số là lẻ nên đồ thị đối xứng qua trục tung; hàm số 

tuần hoàn với chu kì 
2

3


 nên ta chỉ cần xét trong góc ,

3 3

    
. Kết hợp lại a chỉ cần xét 

trong đoạn  0,
3

 
  

. 

           

y

O

a

2a

     

                               H.3.16 
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*  Ta có  ,
,

1
3 cos3 ,  tg tg3

3

r
r a

r
      

         *  Bảng biến thiên                                   

  
0               

6


              

3


                               

,r  3a           0          3a         

 r  0            a           0       

tg  0                             0                                                

 

 *  Đồ thị  

      

                           

y

O

-a
 

                                                       H.3.17 

Đồ thị trong góc  0,
3

 
  

 là một cánh, suy ra đồ thị trong góc ,
3 3

    
 là  hai cánh đối 

xứng qua trục Oy. Tiếp theo ta quay góc  
2

3


 sẽ được toàn bộ đồ thị hàm số, chính là đường 

hoa hồng ba cánh (H.3.17). Tổng quát, ta xét tương tự sẽ nhận thấy:  

                        sin ,  cosr a n r a n    là các đường hoa hồng và  n lẻ thì số cánh bằng     

                                                                  n; còn n chẵn thì số cánh bằng 2n. 
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TÓM TẮT NỘI DUNG CHƯƠNG III 

  Định nghĩa đạo hàm tại một điểm  

Cho , , Xa X a h X f    . Người ta nói rằng f  khả vi tại a nếu tồn tại giới hạn hữu   

hạn   

                                      /

0

( ) ( )
lim
h

f a h f a
f a

h

 
                                                       

 

  Định nghĩa đạo hàm một phía 

        1. Cho ,  a X a h X   . Người ta nói rằng f khả vi phải tại a nếu tồn tại giới hạn hữu 

han  

                                     /

0

( ) ( )
lim p
h

f a h f a
f a

h

 
                                                            

        2. Cho ,  a X a h X   . Người ta nói rằng f khả vi trái tại a nếu tồn tại giới hạn hữu 

hạn  

                                      /

0

( ) ( )
lim t
h

f a h f a
f a

h

 
                                                       

  Điều kiện cho hàm số khả vi 

         1.  Để f  khả vi tại a điều kiện cần và đủ là f  khả vi trái và phải tại a đồng thời                            

                                               )(')(')(' afafaf pt                                                   

         2.  (điều kiện cần của hàm khả vi) Nếu f  khả vi tại a thì f  liên tục tại a 

  Các phép tính đại số của các hàm khả vi tại một điểm 

         Cho f  và g  khả vi tại a khi đó  

         1. gf   khả vi tại a và )(')(')()'( agafagf   

         2. ,  f  khả vi tại a và ( ) '( ) '( )f a f a   

         3. fg  khả vi tại a và ( ) '( ) '( ) ( ) ( ) '( )fg a f a g a f a g a                                    

        4. Nếu 0)( ag  thì 
g

f
 khả vi tại a và 

'

2

'( ) ( ) ( ) '( )
( )

( )

f f a g a f a g a
a

g g a

  
 

 
 

          Cho a X,    f : X ,    g : Y     với YXf )( . Nếu f  khả vi tại a và g khả vi tại    

         )(af  thì hàm hợp gof  khả vi tại a và  

                                                ).('.)(')()'( afafgagof      

  Định nghĩa vi phân tại một điểm 

Cho Xf ,  f khả vi tại Xa . Vi phân của f  tại a được kí hiệu là )(adf  xác định bởi 

công thức 

                                      d ( ) '( ).     f a f a h  với h        hoặc   d ( ) '( ).df a f a x                                         
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         Để )(xf  khả vi tại a điều kiện cần và đủ là tồn tại hằng số   và một VCB )(h tại   

          0  sao cho  

                              )()()( hhhafhaf    trong đó )(' af .         

         Nếu Xf ,g  và khả vi tại Xa  thì 

         1.   d( )( ) d ( ) d ( )f g a f a g a    

         2.   d( )( ) d ( )f a f a   với                                                                 

         3.   d( )( ) ( )d ( ) ( )d ( )fg a f a g a g a f a   

      

         4.    2

1
d ( ) ( )d ( ) ( )d ( )

( )

f
a g a f a f a g a

g g a

 
  

 
 khi 0)( ag  

        Nếu gf ,  khả vi trên ),( ba  thì trên khoảng đó cũng thoả mãn các hê thức sau. 

        1.  d( )( ) d ( ) d ( )f g x f x g x    

        2.  d( )( ) d ( )f x f x   

        3.  d( . )( ) ( )d ( ) ( )d ( )f g x f x g x g x f x                                                              

        4.   2

1
d ( ) ( )d ( ) ( )d ( )

( )

f
x g x f x f x g x

g g x

 
  

 
 khi 0)( xg  

  Đạo hàm và vi phân cấp cao 

        Cho * X,  n ,   f ,  g      khả vi n lần trên X , khi đó trên X  có các hệ thức sau đây 

: 

        1.    )()()( nnn gfgf  ,   d ( ) d dn n nf g f g   , 

        2.    )()( nn ff   ,    với n n,    d ( f ) d f    , 

        3.    



n

k

knkk
n

n gfCfg
0

)()()( ,   
0

d ( ) d d
n

n k k n k
n

k

fg C f g



                                                                                

        4.  0)( xg  trên X  thì 
g

f
 khả vi n lần trên X                                                       

  Các định lí về giá trị trung bình 

       1.  Nếu )(xf  khả vi tại a và đạt cực trị địa phương tại a thì 0)(' af . 

       2.   Cho  a,bf   thoả mãn các điều kiện: 

                a. f  liên tục trên [a, b], 

                b. f  khả vi trên (a, b), 

                c. )()( bfaf  . Khi đó tồn tại ),( bac  sao cho 0)(' cf                                        

       3.  Cho  a,bf   thoả mãn các điều kiện: 

                a. liên tục trên [a, b], 
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                b. khả vi trên (a ,b), khi đó tồn tại ),( bac  sao cho  

                                  )(')()()( cfabafbf                                              

       4.  Cho  a,bf ,  g  thoả mãn các điều kiện: 

               a. ,  f g  liên tục trên [a, b], 

               b. ,  f g  khả vi trên (a, b), 

              c. '( ) 0,  ( , )g x x a b   . Khi đó tồn tại ),( bac  sao cho 
)('

)('

)()(

)()(

cg

cf

agbg

afbf





 

  Công thức Taylo(Taylor), công thức Maclôranh(M’cLaurin) 

 

Nếu )(xPn  là đa thức Taylor của )(xf  tại lân cận của a thì nó là duy nhất và có dạng  

             n
n

n ax
n

af
ax

af
afxP )(

!

)(
...)(

!1

)('
)()(

)(

                                  

         Gọi )()()( xPxfxr nn   là phần dư  Taylor bậc n tại a của )(xf . 

      1
)1(

)(
)!1(

)(
)( 






 n
n

n ax
n

cf
xr  với ),( xac hay ( ),  0 1c a x a      , (dạng Lagrange).    

.     1
)1(

)1(
!

)(
)( 



 nn
n

n x
n

xf
xr 

   (dạng Cauchy)  .                                          

  Công thức M’cLaurin của các hàm thường dùng 

 1.    
0

( )
!

kn
x n

k

x
e o x

k

   .                                                             

 2    
2 1

2 2

0

sin ( 1) ( )
(2 1)!

mn
m n

m

x
x o x

m






  
 ,      

2
2 1

0

cos ( 1) ( )
(2 )!

mn
m n

m

x
x o x

m




   .                                         

 3.   
1

( 1)...( 1)
(1 ) 1 ( )

!

n
k n

k

k
x x o x

k
   



  
    .          

      21
1 ... ( 1) ( )

1
n n nx x x o x

x
      


,     

      21
1 ... ( )

1
n nx x x o x

x
     


 ,                                                                                                                            

   2 21 1
1 1 ( )

2 8
x x x o x     ,                 2 21 1 3

1 ( )
2 81

x x o x
x
   


,                                                                                                          

            4.      
2

1ln(1 ) ... ( 1) ( )
2

n
n nx x

x x o x
n

       ,                                   
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 5.    
3 5 1

2 1 2( 1)
arctg ... ( )

3 5 2 1

m
m mx x

x x x o x
m




     


 .                 

             6    

3 5

3
3

2 4

sin 3! 5!tg ( )
cos 3

1
2! 4!

x x
xx x

x x o x
x xx

 
    

 
                                    

  Qui tắc Lôpitan (L’Hospital) 

          Cho Xa X,   f ,g   thoả mãn các điều kiện sau: 

              1.   Liên tục tại a và khả vi ở lân cận  aa \)(  

              2.    aaxxg \)(0)('             

              3.  l
xg

xf
ax


 )('

)('
lim   Khi đó  l

agxg

afxf
ax





 )()(

)()(
lim                                .     

  Tính đơn điệu của hàm khả vi 

      Cho  a,bf   thỏa mãn các điều kiện: 

        

          1.  f  liên tục trên đoạn [a, b] 

          2.  f  khả vi trên khoảng (a, b) 

          3.  ),(,0)(' baxxf   khi đó f(x) không đổi trên [a, b] 

     Cho f  liên tục trên [a, b], khả vi trên (a, b). Để f  tăng ngặt trên [a, b], điều kiện  

     cần  và đủ là  

1 . '( ) 0,  ( , )f x x a b    

         2. Tập }0)('),,({  xfbax không chứa bất kỳ một khoảng có phần trong không rỗng    

               nào   

   Điều kiện hàm số đạt cực trị 

       * Cho  Xf  . Nếu tồn tại  .a a X    để ( )f x liên tục trên khoảng đó đồng  

              thời 0)(' xf  trên ),( aa   và 0)(' xf  trên ),( aa   thì f  có một cực đại tại a. 

       * Cho nCf   tại lân cận )(a  và thỏa mãn các điều kiện: 

                 0)(,0)(...)(' )()1(   afafaf nn  

        Khi đó:     

       a.  Nếu n chẵn thì f(x) đạt cực trị tại a: đạt cực tiểu nếu 0)()( af n , đạt cực đại    

            nếu  0)()( af n . 

       b.  Nếu n lẻ thì f(x) không đạt cực trị tại a. 

  Khái niệm về hàm lồi, hàm lõm và điểm uốn 

    1.  Ánh xạ  f   được gọi là lồi trên X nếu: 
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1 2 1 2 1 2( , ) ( [0,1] ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ))x x X f x x f x f x                          

     Người ta nói rằng  f  là lõm trên X  khi và chỉ khi  f   là lồi trên X     

 2.  Cho Xf  . Giả sử ],[],[ cbbaX   mà f  lồi (lõm) trên [a, b], f  lõm (lồi) trên [b, 

c] . Khi đó điểm U(b, f(b)) gọi là điểm uốn của đồ thị Cf  của hàm số. Như vậy điểm uốn là 
điểm phân biệt giữa các cung lồi và cung lõm của đồ thị hàm số 

  Điều kiện để hàm lồi, hàm lõm và điểm uốn  

    1.  Để f  là lồi trên X  điều kiện cần và đủ là Xa , tỷ số gia tại a của f   tăng  

                 trên }{\ aX , tức là:  

          
ax

afxf
xa 




)()(
)(  tăng trên }{\ aX . 

     2.  Giả sử f  là lồi trên X  khi đó f  khả vi phải và trái tại mọi điểm trong của X  và   

                  Xcba  ,,  sao cho a < b < c, ta có 

            
bc

bfcf
bfbf

ab

afbf
pt 





 )()(

)(')('
)()(

                          

                 

      3. Cho Xf   khả vi. Để f  lồi trên X  điều kiện cần và đủ là f’  tăng trên X  

      4.  Cho  f  khả vi hai lần trên X. Để f  là lồi điều kiện cần và đủ là "( ) 0,  f x x X    

            5.  Để U(a, f(a)) là điểm uốn của đồ thị hàm Xf   với Xa , f  khả vi hai lần trên X  

                 điều kiện cần và đủ là f”(a) = 0 và f”(x)  đổi dấu khi x đi qua điểm a. 
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BÀI TẬP CHƯƠNG III 

3.1.  Dùng định nghĩa hãy tính các đạo hàm các hàm số 

        a.  12)(  xxf ,   b. 
x

xxf
1

)(  , 

        c.  
x

x
xf




1
)( ,           d. xxf )( . 

3.2.  Tính các đạo hàm của các hàm số 

        a.  32 )1()1(  xxy ,             b.  

22  khi     1

1
        khi     1

xx e x
y

x
e

 
 




, 

        c.  
*1

sin ,  khi 0, ,  

0             khi 0

nx x n
y x

x

   
 


,                        d.  xxy . . 

3.3.  Chứng tỏ rằng nếu f (x) khả vi tại x = a thì 

               )(')(
)()(.

lim aafaf
ax

xafafx
ax






 

3.4.  Chứng minh rằng hàm số )()( xaxxf   trong đó )(x  là hàm số liên tục và   

        0)( a  không khả vi tại x=a. 

 

3.5.  Tính các đạo hàm fp’(0) và ft’(0) của các hàm số sau đây: 

 a. 2sin)( xxf  ,   b. 
22

22

arcsin)(
xa

xa
xf




 , 

 c.  
1   khi 0

( ) 1
0          khi 0

x

x
x

f x e
x

 
  
 

 , d. 
2

1
1

 khi 0,  
( )

0           khi 0

x
n

e x n
f x x

x


  

 


. 

3.6.  Tính đạo hàm của các hàm số: 

a.  
2

ln
x

tgy  ,   b.  )1ln( 2  xxy , 

          c.  xey
1

sin2

 ,   d.  
4

2

1

2
arcsin

x

x
y


 . 
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 e.  
3

3

1
1 







 
x

y ,   f.  
21

2

2

1

x

x
arctgy


 , 

 g.  
1ln

1ln
ln





xx

xx
y ,   h.  

22

1

xax
y


 , 

 i.  
4

2

1
ln

ax

x
y


 ,   k.  

5)4cos1(

1

x
y


 , 

 l.  
x

x
y





1

1
cos2 ,             m.  






 

x
xtgy

1
1 , 

 n.  
x

x
y





1

1
arcsin ,            o.  xy 532 logloglog . 

3.7.  Tính đạo hàm sau bằng phương pháp đạo hàm lôga: 

 a.  
2xxy  ,    b.  xxy cos)(sin , 

 c.  
5 2

43

)3(

2)1(






x

xx
y ,  d.  

x

x

x
y 










1

, 

 e.  xxy sin2 )1(  ,   f.  3
22

2

)1(

)1(





x

xx
y , 

 g.  xxy
1

 ,    h.  22 xxy xx , 

 i.  )1ln(  xxx
e

x
y

x

x

,  k.  xy x sinlogcos . 

3.8.  Tính vi phân của hàm số 

 a.  
2

cos 1
ln tg

2sin 2 2

x x
y

x
  ,  

 b.  Cho 12)( 3  xxxf . Tính (1),  (1)f df ,   

 c.  x
x

xy 6
2

1
3

2

1

  tại 1x  và d 0,2x  . 

3.9.   Ứng dụng vi phân, hãy chứng minh 

 a.  
a

x
axa

2
2  , với 2ax   , )0( a , 
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   b.  Với nax   chứng minh  
1

n
n n

na

x
axa , với nax   , )0( a  

       Áp dụng tính  10 1010 3 24210  , 

 

3.10.   Tính đạo hàm 'xy  của các hàm cho theo tham số: 

  a.  3cosax  ,  3sinby  , 

 b.  )1ln( 2tx  ,  arctgtty  , 

 c.  
1

1
2

3





t

t
x ,   y=

12 t

t
, 

 d.  )sin( ttax  ,  )cos1( tay  . 

3.11.  Tính đạo hàm theo các biến tương ứng sau:   

 a.  )2(
)(

963
3

xxx
xd

d
 ,  b.  








x

x

xd

d sin

)( 2
,  c.  

)(cos

)(sin

xd

xd
. 

3.12.  Chứng minh các hệ thức sau: 

 a.  3' 1 'xy y       với  
3 3

1 3 2
,  

2

t
x y

t t t


   , 

 b.  ''1 2 yyy    với  
2

2 2

1 1 1
ln ,  

1 1

t t
x y

tt t

 
  

 
, 

 c.  2' 2 'yy xy       với  
2

1 ln 3 2 ln
,  

t t
x y

t t

 
  . 

3.13.  Chứng minh các hệ thức sau: 

a. Cho 
x

xf



1

1
ln)( .  Chứng minh  )!1()0()(  nf n , 

b. Cho a

x

exxf


 2)( .  Chứng minh 
2

)( )1.(.)1(
)0( 




n

n
n

a

nn
f , 

 c. Cho nxxf )( .  Chứng minh n
n

n

ff
f 2

!

)1(
...

!1

)1('
)1(

)(

 . 

3.14.  Tính đạo hàm cấp n của các hàm số: 

 a.  xxy  22 ,  b.  )ln( baxy  , 

 c.  
dcx

bax
y




 ,  c.  xy  , 
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 e.  ny x x ,              f.  
x

x
y




1
. 

3.15.  Tính các đạo hàm cấp cao sau: 

 a.  xxy sin)1( 2    tính y(20), 

 b.  
x

e
y

x

    tính  y(10), 

 c.  xey x sin.   tính  y(n), 

 d.  bxaxy sin.sin   tính  y(n), 

 e.  
x

x
y





1

1
  tính  y(100,) 

 f.  
3 1 x

x
y


             tính y(n), 

 g.  )sin( cbxey ax   tính y(n) . 

3.16.  Chứng minh hàm số xn exy
1

1  thỏa mãn x
n

n
n e

x
y

1

1
)( )1(




   

3.17.  Áp dụng các phép tính đạo hàm, hãy tìm các tổng sau: 

 a.  12 ...321  n
n nxxxA , 

 b.  22 )1(....4.3.3.22.1  n
n xnnxxB , 

 c.  122222 ...321  n
n xnxxC . 

3.18.  Chứng minh rằng phương trình *0,  nx px q n      không có quá 2 nghiệm thực   

         với n chẵn, không có quá 3 nghiệm thực với n lẻ. 

3.19.   Chứng minh rằng m  phương trình 033  mxx  không thể có 2 nghiệm khác  

           nhau trong [0,1]. 

3.20.   Chứng tỏ rằng phương trình f’(x) = 0 có 3 nghiệm thực biết rằng          

                                )3)(2)(1()(  xxxxxf  

3.21.  Chứng minh rằng số nghiệm của phương trình f(x) = 0 không nhiều hơn quá 1 đơn vị  

          của  số nghiệm của phương trình f’(x) = 0 trong khoảng khả vi của nó. 

3.22. Cho f(x) khả vi trên [a,b] và có đạo hàm đến cấp hai trên (a,b). Chứng minh rằng   

         ),( bax  có thể tìm được ít nhất số ),( baCx   sao cho 
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  )("
2

))((
)(

)()(
)()( xCf

bxax
ax

ab

afbf
afxf







  

3.23.   a. Không cần tìm đạo hàm của hàm số )4)(1()( 22  xxxf . Hãy cho biết số nghiệm  

               của  phương trình f’(x) = 0 và chỉ ra các khoảng chứa nghiệm đó. 

    b. Cho nm xxxf )1(1)(   với  *,m n  chứng tỏ rằng f’(x) = 0 có nghiệm trong  

       khoảng (0,1). 

3.24.  Cho hàm f(x) liên tục trên [a,b], khả vi trong (a,b). Chứng tỏ rằng nếu áp dụng định lí  

Rolle cho hàm số:   

1)(

1)(

1)(

)(

afa

bfb

xfx

xF     thì chúng ta sẽ nhận được định lí Lagrange. 

3.25. Chứng minh các bất đẳng thức sau đây: 

 a. ln ,  (0 )
a b a a b

b a
a b b

 
    , 

 b.  
2 2

tg tg ,  (0 )
cos cos 2

       
 

 
      , 

 c.  1 1( ) ( ), ( ),  n n n nnb a b a b na a b b a n        , 

 d. arctg arctga b a b   . 

3.26.  a. Tìm các hằng số a, b để tồn tại giới hạn hữu hạn của f(x) khi 0x  

   
x

b

x

a

xx
xf 

233

1

sin

1
)(  

  b. Tìm hằng số k để tồn tại giới hạn hữu hạn của hàm f(x)  khi 0x  

   )(arcsin
1

)(
2

kx
x

x
xf 


  

3.27. Dùng qui tắc L’Hospital tìm các giới hạn sau: 

 a.  
x

x

x ex

xe



2
lim , b.  

x

x
x

2
sin1

1
lim

1 





,  c.  
)ln(

)ln(
lim

axax ee

ax





, 

 d.  
1

tg
2lim

ln(1 )x

x

x



 
, e.  

x

x
x sinln21

ln
lim

0 
, f.  

0
lim

cotg
2

x

x

x




. 
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3.28. Tìm các giới hạn sau: 

 a.  










 1

11
lim

0 xx ex
,   b.  

1
lim ln .ln( 1)
x

x x


 , 

 c.  100
1

0

2

lim 


xe x

x
,   d.  











 qpx x

q

x

p

11
lim

1
, 

 e. 











 )1(3

1

)1(2

1
lim

31 xxx
, f.  

2

lim
cotg 2cosx x x

 


 
 

 
. 

3.29. Tìm các giới hạn sau: 

 a.  x

x
x ln

0
)1(lim 


,  b.  2cos

2

lim(tg ) x

x

x



, c.  xx

x
ex

1
2

0
)(lim 


, 

 d.  
2

1

0

tg
lim

x

x

x

x

 
 
 

,  e.  )1ln(

1

0
lim 



xe

x
x , f.  

2

1

0 ln

ln
lim

x

x

x

x bxb

axa
















. 

3.30. Tìm các khoảng tăng, giảm và cực trị của các hàm số sau: 

 a.  )1( xxy  ,  b.  xxy ln ,  c.  2

3
2 )1(  xy , 

 d.  
x

e
y

x

 ,   e.  )0(,2  axaxxy . 

3.31. Tìm cực trị các hàm số sau: 

 a.  )1(2 xxxy  , b.  )2(  xxy  c.  3

2

3

2

)2(  xxy , 

 d.  2

2x

xey


 ,  e.  
x

x
y

ln1 
 , f.  

3
cos3

2
cos2

xx
y  , 

 g.  2sin xy  ,  h.  arctgxxy  21ln . 

3.32. Chứng minh các đẳng thức sau: 

 a.  
2

arctg arcsin
1

x
x

x



, 

 b.  
2

arcsin arctg
1

x
x

x



. 

3.33. Chứng minh các bất đẳng thức sau: 

 a.  sin tg 2x x x   với 







2
,0


x , 
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 b.  2

2

1
1cos xx   với 0x . 

 c.  
tg tg 
 

   ,
2

0
  , 

 d.  xe x 1 ,  0x , 

 e.  xx
x

x  )1ln(
2

2

, 0x , 

 f.  xx
x

x  sin
6

3

, 0x ,   

 g.  
3

tg
3

x
x x  , 

2
0


 x , 

 h.  ,
1

32
x

x   1x , 

 i.   22 arctg ln(1 )x x x  , x , 

 j.  ,
1

)1(2
ln





x

x
x  1x , 

 k.  ,
1

)1ln(
x

arctgx
x


  0x .  

3.34.   Chứng minh tính duy nhất nghiệm của các phương trình sau: 

 a.  0cossin2  xxx , 

 b.  ,012
3

2 23  xx  0x , 

 c.  ,xxx cba   cbca  0,0 , 

 d.  
2

sin22
xa

ax


 , a , 

 e.  ,0cossin 323  aaxx a . 

3.35.  Tìm giá trị lớn nhất, bé nhất của các hàm số: 

 a.  ,
1

1
2

2

xx

xx
y




 10  x ,        b.  ,
1

22

x

b

x

a
y


  0,0,10  bax , 

 c.  22tg tg ,y x x   
2

0


 x ,     d.  
1

arctg ,
1

x
y

x





 10  x . 

3.36.  Tìm các tiệm cận của các đường cong 
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 a.  xxy ln ,  b.  
x

x
y

sin
 ,    c.  xexy  2  

 d.  
9

2
2

2




x

x
xy , e.  






 

x
exy

1
ln ,    f.  1

2

 xxey . 

3.37.  Xét tính lồi lõm và tìm điểm uốn của hàm số: 

 a.  
122

3




x

x
y ,  b.  xexy )1( 2 , 

 c.  5 2)( bxay  , d.  ln ,   ( 0)
a a

y a
x x

  . 

3.38.  Khảo sát hàm số sau: 

 a.  
2

)2( 2 xexy  ,           b.  
x

x
y

ln
 ,  c.  

4

14

xx
y  , 

 d.  
xx

y
cossin

1


 ,    e.  

x

x
y 






 

1
1 , f. xey x 

1

. 

3.39.  Nhận dạng các đường cong sau: 
            

            a.  
3

;
os

r
c 

            b.  
5

;
3sin 4cos

r
 




          c.  
1 tg

os
r

c





  .  

3.40.   Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số trong tọa độ cực 

  a.  1 2cos ;r        b.  2cos 2 ;r         c.   2 22 cos 2 ;r a    

(Lần lượt các đường: đường ốc sên Pascal, đường hoa hồng 4 cánh, đường lemniscat) 
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                            CHƯƠNG IV.   PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN 
 
 

Phép tính tích phân là phép tính cơ bản thứ hai của giải tích. Chúng ta sẽ tiếp cận khái 
niệm tích phân xác định xuất phát từ phép tính giới hạn, khác hẳn với phép tính tích phân bất 
định, là phép tính ngược của đạo hàm.Tuy nhiên các định lí cơ bản của phép tính vi phân và 
tích phân sẽ cho ta thấy sự liên hệ chặt chẽ của hai loại tích phân có vẻ khác nhau này. Qua 
đây cũng thấy được nền tảng của phép tính tích phân chính là phép tính vi phân. 
 
4.1. KHÁI NIỆM VỀ TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 
4.1.1. Định nghĩa tích phân xác định 

          Cho   :   ,  ,  f a b a b   

1.  Ta gọi một cách chia nhỏ đoạn  ba, bởi một họ hữu hạn các điểm )( ix , 0,  i n  

sao cho  

                                         bxxxxa nn  110 ...       

 là một phân hoạch (hay một cách chia) đoạn  ba,  và gọi 
0 1
Max i

i n
x

  
  , trong đó    

 1  ,  0,  1i i ix x x i n      là bước của phân hoạch đã chọn. Tập phân hoạch kí hiệu là )( n . 

  2.  Ta gọi một cách chọn ứng với phân hoạch là một cách lấy n điểm  i , sao cho   

  1,  , 0,  1i i ix x i n    . 

  3.  Ta gọi số thực 
1

0

( )
n

n i i
i

f x 




  là tổng tích phân Riemann của hàm f , ứng với 

một phân hoạch và một cách chọn. Rõ ràng với  ,a bf   sẽ có dãy vô hạn các tổng tích phân 

Riemann  . Kí hiệu dãy đó là  n . 

 4.  Nếu 0  mà In   hữu hạn không phụ thuộc vào bất cứ một phân hoạch nào 

của  ba,  và cũng không phụ thuộc vào bất kỳ một cách chọn nào ứng với một phân hoạch đã 

định thì I  gọi là tích phân xác định của f  trên  ba, . Kí hiệu tích phân xác định là    


b

a

dxxf )( và khi đó nói rằng f  khả tích trên  ba, .                                    

Như vậy                     






1

0
0

)(lim)(
n

i
ii

b

a

xfdxxf 


                                         (4.1)                              

Trong kí hiệu trên:  là dấu lấy tích phân, 
b

a

là lấy tích phân từ a đến b, a là cận  

dưới, b là cận trên của tích phân, x là biến lấy tích phân,  f x  là hàm dưới dấu tích phân, dx  

là vi phân của biến lấy tích phân. Định nghĩa này được Riemann phát biểu tổng quát đầu tiên  
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nên tích phân xác định cũng gọi là tích phân Riemann ( mặc dù trước đó Cauchy đã dùng định 
nghĩa này cho các hàm số liên tục ). 
Danh từ tích phân (integral ) xuất phát từ chữ La tinh integer có nghĩa là nguyên, do Bernoulli 

đặt. Kí hiệu  f x dx  do Leibnitz dùng, còn 
b

a

dxxf )(  do Fourier dùng đầu tiên. 

Chú ý: 
a.  Chúng ta sẽ thấy được ý nghĩa hình học của tích phân xác định như sau:  Nếu 

0)( xf  trên  ba,  thì tổng Riemann chính là tổng diện tích các hình chữ nhật có kích thước 

tương ứng ix và 1,0)(  nif i  ,  . Đó là diện tích của hình bậc thang, gần đúng diện tích 

của hình thang cong giới hạn bởi trục Ox, đường cong fC của hàm số, các đường thẳng 

bxax   , .  

            Như vậy 
b

a

dxxf )(  chính là diện tích của hình thang cong đã mô tả ở trên, ta kí hiệu 

hình thang đó là  fCba ,, . (H.4.1)                                                                               

iix 1ix

y

0 a b x
 

 
                                                                  H.4.1 

b.  Nếu )(xf  khả tích trên  ba,  thì   
b

a

b

a

dttfdxxf )()( . Bởi vì tích phân ở vế phải 

cũng chính là giới hạn của dãy tổng Riemann 
1

0

( )
n

n i i
i

f t 




  , vì cả hai đều thực hiện phân 

hoạch  ba, với cùng một hàm số f  Như vậy tích phân xác định không phụ thuộc vào biến  

 
lấy tích phân.  

c.  Người ta định nghĩa  
a

b

dxxf )(  theo công thức   
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(     (4.2)    

     Đặc biệt                                     
a

a

dxxf 0)(  .                (4.3)  
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4.1.2. Điều kiện tồn tại 
A. Điều kiện cần 
Định lí 4.1:  Nếu f khả tích trên [a,b] thì f bị chặn trong [a,b]. 

Chứng minh: Ta lý luận phản chứng như sau: 

Giả sử f không bị chặn trên, khi đó lập được dãy con của  n dần đến  bằng cách 

lấy các điểm i trong lân cận không bị chặn trên của f . Chứng tỏ không tồn tại giới hạn hữu 

hạn của n . Vậy f bị chặn trên, tương tự f cũng bị chặn dưới. Tức là tồn tại ,m M   sao 

cho   baxMxfm ,)(   , .  

B. Các tổng Darboux 

Cho  :   ,f a b   và một phân hoạch )( ix xác định ( 0,  )i n  

Đặt  
   1 1

, ,
Inf ( ) , Sup ( ) ,    0, 1
i i i i

i i
x x x x

m f M f i n
 

    . 

Người ta gọi    ,  









1

0

1

0

n

i
ii

n

i
ii xMSxms  là các tổng Darboux dưới và trên, hay tổng 

tích phân dưới và tổng tích phân trên của f ứng với một phân hoạch.  

            Vì rằng     1,)(  iiiiii xxMfm     ,   nên Ss   . 

Rõ rang ứng với một phân hoạch đã xác định thì Ss, là hằng số  

Vậy tổng Riemannn phụ thuộc vào  1, ,  0,  1i i ix x i n    . Chứng tỏ các tổng 

Darboux là cận dưới đúng và cận trên đúng của  .  
Hệ quả 1: Nếu thêm vào điểm chia mới thì s  tăng và S  giảm. 

Chứng minh: Giả sử thêm vào phân hoạch điểm  1,'  kk xxx  

Gọi 'S  là tổng Darboux mới, khác với tổng S  cũ chỉ trên  1, kk xx . Hãy so sánh    

)( 1 kkk xxM   và )'(")'(' 1 xxMxxM kkkk    trong đó 
 , '

' Sup
k

k
x x

M f  và 
 1',

" Sup
k

k
x x

M f


 .    

Đương nhiên ta có ' ,  "k k k kM M M M   

            Vậy       )()'(")'(' 11 kkkkkkk xxMxxMxxM    

            Chứng tỏ S giảm. Tương tự sẽ chứng minh được s  tăng. 
Hệ quả 2: Mọi tổng Darboux dưới không vượt quá một tổng Darboux trên. 

Chứng minh: Gọi 1 1,  s S  ứng với 1 ; 2 2,  s S  ứng với 2 . Ta sẽ chứng minh 12 Ss  . Ta lập 

3  gồm họ tất cả các điểm của 1 và 2 . Theo hệ quả 1 sẽ có 

                                 212331 SsSSss   

 Như vậy tồn tại  * SupI s S   

                               * InfI S s   và .*
* SIIs   

 C. Điều kiện cần và đủ để hàm khả tích 
 Định lí 4.2:   Điều kiện cần và đủ để hàm f khả tích trên [a,b]  là 

                                      0)(lim
0




sS


                                                        (4.4) 
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Chứng minh:  Điều kiện trên có thể diễn đạt như sau:  

                      1( 0)  ( 0) ( ) ( , ) ( 0,  1)i i iS s x x i n                    

 Điều kiện cần. 

Giả sử hàm f khả tích, tức là n dần tới I khi 0 không phụ thuộc vào cách chia 

[a,b] và cách chọn các điểm  1, ,  0,  1i i ix x i n    . Nói cách khác 

             1( 0) ( 0) ( ) ( , )n i i i nI x x I I                          

Vì s, S là các cận dưới đúng và trên đúng của n  nên ta có 

                                         ISsI  

Suy ra   ISs 
 00

limlim


. Hay là  0)(lim
0




sS


. 

 Điều kiện đủ. 

Theo hệ quả 2, ta có    SIIs  *
*  

Nếu  
0

lim( ) 0  S s


  thì *
*  I I I   và SIs    

Mặt khác  IsSISs nnn 



 0
lim  

 Độ lệch iii mM   được gọi là dao động của f trên  1, ,  0,  1i ix x i n   .  

 Như thế   





1

0

n

i
ii xsS   

  Chứng tỏ, để f khả tích trên [a,b] cần và đủ là   0lim
1

0
0







n

i
ii x


.            (4.5)                                       

4.1.3. Lớp các hàm khả tích 
 Định lí 4.3:  Nếu )(xf liên tục trên [a,b] thì khả tích trên đoạn đó 

 Chứng minh: Giả sử f liên tục trên [a,b] khi đó f liên tục đều trên [a,b], tức là 

                    ( 0) ( 0) ( )i ix            . Vậy :       ta sẽ nhận được  

                     0lim)(
1

0
0

1

0

1

0

 













n

i
ii

n

i
i

n

i
ii xabxx 


.  

Định lí 4.4: Nếu )(xf đơn điệu và bị chặn trên [a,b] thì khả tích trên đoạn đó. 

Chứng minh: Giả sử )(xf đơn điệu tăng, vậy    )()( 1 iii xfxf    

      
1 1

1
0 0

( 0)  ( 0) ( ( ) ( ) )
( ) ( )

n n

i i i i i
i i

x x f x f x
f b f a

     
 


 

           
    

                                                               0lim
1

0
0

 





n

i
ii x


. 

  Hệ quả: Nếu )(xf liên tục từng khúc trên [a,b] thì khả tích trên đoạn đó.  

  Dưới đây ta đưa ra các định lí và sẽ không chứng minh về một lớp hàm khả tích, lớp 
hàm này chứa tất cả các hàm số đã xét ở trên 
Định lí 4.5:  Nếu )(xf bị chặn và chỉ có hữu hạn điểm gián đoạn trên  [a,b] thì )(xf khả tích  

                    trên  [a,b]. 
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 Định lí 4.6:  Nếu )(xf khả tích trên [a,b] thì ( ) ,   . ( ),  ( )f x k f x k const cũng khả tích trên   

                    [a,b]. 
 Định lí 4.7:  Nếu ,  f g  khả tích trên [a,b] thì tổng, hiệu, tích của chúng cũng khả tích trên  

                    [a,b]. 

 Định lí 4.8:  Nếu f khả tích trên [a,b] thì hàm số đó khả tích trên mọi đoạn    ba,,  .  

                    Ngược lại nếu [a,b] tách ra thành một số đoạn, trên mỗi đoạn đó hàm khả tích     
                    thì f  khả tích trên [a,b]. 

4.1.4. Các tính chất của tích phân xác định 
A. Tính chất. 

Cho  gf ,  khả tích trên [a,b] và a < b,   là hằng số. 

1.   
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  với ),( bac  

2.   
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(   

3.     
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

4.  Nếu 0)( xf trên [a,b] thì   0)( 
b

a

dxxf  

             5.  Nếu  ( ) ( ),  ,f x g x x a b    thì   
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  

 6.  Nếu 0f  trên [a,b], f liên tục tại  bax ,0   và 0)( 0 xf  khi đó  
b

a

dxxf 0)(  

Thật vậy )( 0x  để 0 0

1
( ) ( ),  ( )

2
f x f x x x    

Ta xét hàm số  

 
0 0

0

1
( ) khi  ( )

2( )
0            khi  , \ ( )

f x x x
e x

x a b x





  
  

 

Suy ra   ( ) ( ),  ,f x e x x a b   . Theo 5. ta có 

                   02).(
2

1
)()( 0   xfdxxedxxf

b

a

b

a

. 

7.   
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

8.  Nếu  ( ) ,  ,m f x M x a b     thì  )()()( abMdxxfabm
b

a

   

                 Mdxxf
ab

m
b

a




  )(
1

. Đặt 


b

a

dxxf
ab

)(
1
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 Gọi   là giá trị trung bình của f  trên [a,b], khi đó ta có  

                                                        )()( abdxxf
b

a

   

      Nếu )(xf liên tục trên [a,b] theo định lí 2 của mục 2.4.3 sẽ tồn tại  bac , sao cho 

     )(cf . 

                                
b

a

abcfdxxf ))(()(  

      Ta mô tả hình học công thức trên như sau: 

    Trên đường cong fC đồ thị của hàm  ( ) 0, ,f x x a b  ,  bao giờ ta cũng tìm được điểm   

     )(, cfcM  để hình chữ nhật có kích thước  b-a  và )(cf có diện tích bằng diện tích của   

     hình thang cong  fCba ,, . Xem hình 4.2 

                                              y 
                       
                                     )(cf               M                   + 

                                                     A  -                                          -     B          
                                                                                                                                          
                                                                                                         
                                                                                                          
                                          O        a      c                                          b         x 
                                                                       H.4.2 
 
B. Định lí tổng quát về giá trị trung bình 
Định lí 4.9: Cho gf , khả tích trên [a,b], a < b, 0)( xg hoặc 0)( xg  trên [a,b]khi đó  

             
b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()().(  . Trong đó   MxfmMm  )(,                  (4.6) 

            Nếu thêm điều kiện )(xf liên tục thì tồn tại  bac ,  thỏa mãn hệ thức  

                                
b

a

b

a

dxxgcfdxxgxf )()()().(                (4.7) 

Chứng minh: Giả sử 0)( xg  trên [a,b], khi đó 0)( 
b

a

dxxg  và 

                                                       )()().()( xMgxgxfxmg   

             Vậy         
b

a

b

a

b

a

dxxgMdxxgxfdxxgm )()().()(  

 

Nếu 0)( 
b

a

dxxg  thì  0)().(
b

a

dxxgxf Công thức đúng   
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Nếu 0)( 
b

a

dxxg  thì Mdxxgxf

dxxg

m
b

a
b

a

 


)().(.

)(

1
 

 

Ta  đặt   



b

a

b

a

b

a
b

a

dxxgdxxgxfdxxgxf

dxxg

)()().()().(.

)(

1   

Khi )(xf liên tục trên [a,b], sẽ  bac ,  để )(cf  và ta có     

                         
b

a

b

a

dxxgcfdxxgxf )()()().( . 

C. Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz đối với tích phân 
Định lí 4.10:  Nếu gf , liên tục từng khúc trên [a,b] thì khi đó 

                      






 b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )(.)()().( 22

2

.                                             (4.8) 

Chứng minh:    có   02 
b

a

dxgf  hay 02 222 

















b

a

b

a

b

a

dxgfgdxdxf   

* Giả sử  02 
b

a

dxf  

Nếu  0
b

a

fgdx  thì  22  khi  
b b

a a

fgdx g dx 
 

     
 
  , điều này là mâu thuẫn.  

Nếu  0
b

a

fgdx  thì  22  khi 
b b

a a

fgdx g dx 
 

     
 
  , điều này là mâu thuẫn. 

Từ đó suy ra  0. 
b

a

gdxf . Chứng tỏ bất đẳng thức đúng. 

* Giả sử  02 
b

a

dxf . Theo tính chất của tam thức bậc 2 suy ra 

                              0..' 22

2









 

b

a

b

a

b

a

dxgdxfgdxf  

Vậy ta bất đẳng thức đã được chứng minh. 
           4.1.5. Công thức Newton - Leibnitz 

A. Hàm tích phân của cận trên 

Cho )(xf khả tích trên [a,b]. Lấy 0x cố định,  bax ,0  . Cho  bax ,  khi đó theo định lí 4.8  

thì hàm )(xf  khả tích trên  xx ,0  với x  tuỳ ý. Người ta gọi hàm số 

                           
x

x

dttfx
0

)()(                                                    (4.9) 
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 là hàm tích phân của cận trên hay tích phân của hàm )(xf  theo cận trên.  

Định lí 4.11:  Nếu )(xf  khả tích trên [a,b] thì )(x là hàm liên tục trên [a,b]. 

Chứng minh: Lấy ),( bax và *h sao cho  ,x h a b   xét số gia hàm số tại x : 

                                   hdttfxhxx
hx

x

  


)()()()(  

trong đó  
       , , , ,
Inf Inf Sup Sup
a b x x h x x h a b

f f f f
 

      (Theo tính chất 8.) 

Từ đó ta suy ra 
0

( ) 0
h

x


   Vậy )(x  liên tục tại ),( bax  

Chú ý: Cũng tương tự như trên ta sẽ chứng minh )(x  liên tục phải tại a, liên tục trái tại b. 

Định lí 4.12: Nếu )(xf  liên tục trên [a,b] thì )(x  khả vi trên [a,b] và có      

                                     baxxfx ,,)()('  .       (4.10) 

Chứng minh:  

Ta lấy ),( bax  ta có  



h

xhx )()(
, với h  khá bé và 

[ , ] [ , ]
Inf , Sup
x x h x x h

f f
 

    
 

Vì )(xf  liên tục tại x  nên khi 0h  thì 
 ,
Inf
x x h

f


 và 
 ,
Sup
x x h

f


 cùng dần đến )(xf  do 

đó   cũng dần đến )(xf .Theo định nghĩa của đạo hàm, giới hạn đó chính là )(' x  

Vậy        )()(' xfx   

Ta dễ dàng suy ra:     ,  )()(')()(' bfbafa tp    

Hệ quả: Nếu )(),( xx  khả vi trên )(, xfX liên tục trên X và   XxXxx    )(),(   thì  

             tồn tại   
)(

)(

)()(
x

x

dttfxG




 khả vi trên X  đồng thời 

                              )(')()(')()(' xxfxxfxG                                                 (4.11) 

B. Nguyên hàm của hàm số và tích phân bất định 

Cho  , :  ,f F X a b  . Gọi F  là một nguyên hàm của f  trên X  nếu    

                           XxxfxF    ,  )()(' .                                                       (4.12) 

Định lí 4.13: Nếu )(xf  liên tục trên X  thì sẽ có nguyên hàm trên X  và nếu )(xF  là một  

                     nguyên hàm thì tập hợp các nguyên hàm của f  là  ( ) ,   F x C C   

Chứng minh: Theo định lí 4.12, rõ ràng với  0 ,  ,x x a b , tồn tại nguyên hàm của )(xf  là 

                                        1)()()(
0

Cxdttfx
x

x

    

Giả sử )(xF là một nguyên hàm của f  trên X  thì ( )   ,  F x C C    cũng là 

nguyên hàm của f  vì  

                                         XxxfxFCxF     ,   )()()( '' . 

Ngược lại nếu   là một nguyên hàm nào đó của f  trên X  thì )()( xxF   khả vi 

trên X , ngoài ra    
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          0)()()()( '  xfxfxxF   trên X  

                       CxFxconstxxF  )()()()(   trong đó C . 

Tập hợp các nguyên hàm của )(xf trên X  được gọi là tích phân bất định của )(xf ,  

và kí hiệu là  dxxf )( . Vậy  

 

                   CxFdxxf  )()(      (4.13) 

trong đó )(xF  là một nguyên hàm của )(xf trên X . 

C. Công thức Newton-Leibnitz 
Định lí 4.14:  Nếu )(xf liên tục trên [a,b] và có một nguyên hàm là )(xF  trên [a,b] thì 

                                      )()()( aFbFdxxf
b

a

                                              (4.12) 

Đại lượng )()( aFbF   được kí hiệu b
axF )(  gọi là biến phân từ  a  đến b của )(xF . 

Chứng minh: Theo định lí trên, tồn tại C  sao cho  

               ,)()( CxxF     trong đó 
x

a

dttfx )()(   

                
b

a

b

a

CdxxfCdttfCbbF )()()()(   

               CCaaF  )()(   

Vậy  
b

a

dxxfaFbF )()()( . 

Chú ý: Công thức Newton-Leibnitz cho cách tính tích phân của các hàm liên tục bằng cách 
tìm một nguyên hàm của hàm số đó rồi tính biến phân của nó từ a đến b. 

Ví dụ 4.1:  Từ định nghĩa hãy tính   
b

a

xdxsin . 

Giải:  
Hàm  xxf sin)(   liên tục trên [a,b] vậy khả tích trên đó. Thực hiện một phân hoạch 

với  
n

ab
xi


  và chọn ),1(. nihiai         vậy tổng Riemann là 

                          



n

i

ihah
1

)sin(.  

Theo ví dụ 1.11 mục 1.2.3. ta nhận được. 

           














 






  hbha

h

h

2

1
cos

2

1
cos

2
sin

2  

 Ta cho 00  h  thì ba coscos                                
               



                                              Chương 4: Phép tính tích phân 

 168

 
 

 Vậy              baxdx
b

a

coscossin   

Ví dụ 4.2: Xuất phát từ định nghĩa, hãy tính  
b

a

dxx với 0,  b a    . 

Giải:  

            Hàm x  khả tích trên [a,b] vì liên tục trên [a,b]. Ta thực hiện một phân hoạch 

( ),  0, ,  i
i ix i n x aq   trong đó n

b
q

a
 , tức là: 

                    ni aqbaqaqa  ......  

                    0)1()1(  qbqaqx i
i  khi n  

Ta chọn i
i aq (đầu mút bên trái của ],[ 1ii aqaq với 1,0  ni ). Suy ra 

                     










1

0

11
1

0

)()1()(
n

i

i
n

i
i

i qqaxaq   

Nếu 1  sẽ có: 

                     ( 1) 1 lnn
n

b b
n q n

a a




 
      

 
, Xem công thức (2.26, Chương II) 

Nếu 1  sẽ có: 

                      
1

1

1

1
)1(

1
11

1

1

1















 















q

q
ab

q
a

b

qa  

Sử dụng qui tắc Lôpitan, dễ dàng suy ra 

                      1 11

1n
b a 


 


 


. 

Vậy              1 1

ln ln     khi 1

  khi 1
1

b

a

b a

x dx b a
  






 

  
    

  

Ví dụ 4.3:  Tính giới hạn dãy số cho bởi số hạng tổng quát. 

            a.   




 











n

k
n knk

n
u

1

111

1
1\),0(,

1 






     

            b.  



n

nk
n k

v
2

sin


 ,                 c.  


 
n

k

kn
n ne

1

1

 . 

Giải: 

a.   

















n

k

n

k
n n

k

nn

k

n
u

11

1

11
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     Các số hạng trên là các tổng Riemann của hàm 
1

x  và x  khả tích trên  1,0  ứng với     

phân hoạch   
n

xi

1
  và cách chọn ni

n

i
i ,1    ,  .  

     Vậy    1
1

1
1

1

1
lim

1

0

1

0

1







  


 dxxdxxun
n

 

 

            b.   Đặt  
2

0 0 1

1 1
'

1 1

n n n n

n
k n l l l

v
l lk n l n n n
n n

    
   

    
  

    .  

Số hạng thứ hai là các tổng Riemann của hàm 
1

1x 
  khả tích trên  1,0  ứng với phân 

hoạch   
n

xi

1
  và cách chọn ni

n

i
i ,1    ,  .  

 

             Vậy 1
0' ln(1 ) ln 2n

n
v x 


    

 Mặt khác ta có *

0

,    ' sin
n

n n
l

n v v
n l n l

 


    
   

       Với 0x  khá bé, từ công thức Taylor suy ra   
6

sin
3x

xx   

       Vậy 
3 3

3 3
0

1 ( 1)
' 0

6 ( ) 6

n

n n
n

l

n
v v

n l n

 



   

  

      Suy ra  ln 2n
n

v 

  

             c.  Trước hết, nhờ vào định lí 3.33 ở mục 3.6.1 có thể chứng minh rằng  

                                   x    thì  
2

.10
2x

exe xx   

              Ta đánh giá 

1 1
1 1

2 2
1 1 1

1 1
1 0

2( ) 2( 1)

n n n n k n
n k

n
n

k k k

e ne
e

n k n k n k n


 


  

 
           
    

 mà  
1

1 1 0

1 1 1
ln 2

11

n n

n
k k

dx
kn k n x
n


 

  
 

   .   Vậy  2lnlim 
 n

n
 . 

Ví dụ 4.4:   Cho     ff  , 1,01,0:  liên tục, khác không và    
1

0

2
1

0

)()( dxxfdxxf . 

                   Chứng minh rằng 1f . 

Giải: 
 
 
 



                                              Chương 4: Phép tính tích phân 

 170

 
 

Ta xét 0.)1(
1

0

2
1

0

1

0

  dxfdxfdxff , theo giả thiết 0)1(  ff  và )1( ff   liên   

tục trên [0,1]. Từ tính chất 6 của tích phân ta suy ra  1,00)1(  xff     

 Vì 0f , vậy ta có  1,01  xf    . 

Ví dụ 4.5:  Tính  

2

2)(ln
lim

x

x
x t

dt
 

Giải:   

Với x  dương sẽ có   2lnln xx   

Với x  dương khá lớn sẽ có  222 )(ln)(ln xx   

Theo tính chất 8 của tích phân, ta nhận được.    
                         

                         


 22

2

2 )(ln)(ln

2

x

xx

t

dtx

x

  (Dùng qui tắc Lôpitan) 

Vậy      

2

2)(ln
lim

x

x
x t

dt
. 

Ví dụ 4.6:   Cho  : , ,   f a b f liên tục từng khúc và 0f  thoả mãn  
b

a

dxxf 0)( . Chứng  

                 minh 0)( xf  trừ  ra một số hữu hạn điểm. 

Giải:  

Vì f liên tục từng khúc nên tồn tại  a0, ... ,an  để f  liên tục trên  (a i, a i+1),   i= 1,0 n . 

            Theo tính chất 1 của tích phân, ta có: 

                      





b

a

n

i

a

a

i

i

dxxfdxxf
1

0

0)()(
1

   

             Do 0)( xf , suy ra 



1

0)(
i

i

a

a

xf ,  1,0  ni  mà )(xf  liên tục trên ),( 1ii aa  suy ra     

            ),(  ,  0)( 1 ii aaxxf , nghĩa là 0)( xf  có thể trừ ra các điểm ai, ni ,0 . 

4.2. HAI PHƯƠNG PHÁP CƠ BẢN TÍNH TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 
4.2.1. Phép đổi biến. 
Định lý 4.15:  Nếu     :  [ , ]          thuộc lớp C1 trên ],[   

                                  :  [ , ]f a b         thuộc lớp C0 trên [a,b] 

                        và       ].,[]),([ ba  

                        khi đó             
)(

)(

' )().()).((








 dxxfdtttf                                 (4.15)      

 Chứng minh:  Theo giả thiết  f C0 suy ra tồn tại nguyên hàm của nó  F(x)C1.   
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Theo công thức Newton - Leibnitz ta nhận được: 

       
)(

)(

))(())(()(




 FFdxxf  

      Theo định lý về hàm hợp ta có ))(( tF  C1 trên ],[   và    

             )().()(.))}(({ '''' tftFtF    .Chứng tỏ ))(( tF   là nguyên hàm của )().( ' tf  .   

 Vậy tích phân vế trái là ))(())((  FF  . Định lí được chứng minh. 

 Định lý 4.16:  Nếu    :  [ , ]    ,     đơn điệu và thuộc lớp C1 trên ],[   

                                   :  [ , ]f a b  ,    f C0 trên [a,b] 

                        với )(xt   mà 0,)()( Cgdttgdxxf   trên )](),([ ba  .  

                        khi đó     
b

a

b

a

dttgdxxf
)(

)(

)()(




      (4.16) 

             Định lý trên được chứng minh tương tự như định lý 4.15, ở đây ta sẽ thực hiện phép   
     
đổi biến tích phân  )(xt  . 

Chú ý: Khi thực hiện phép đổi biến, nhận được tích phân có cận mới. Tuỳ theo hàm dưới dấu 
tích phân mà ta lựa chọn một trong hai cách đổi biến. 
4.2.2. Phép tích phân từng phần. 
 Định lý 4.17:  Nếu , :  [ , ]u v a b    và   vu, C1 trên [a,b] thì: 

                                 
b

a

b

a

b
a dxxvxuxvxudxxvxu )(').()().()().('     (4.17)     

 Chứng minh:  Nếu vu, C1, dễ dàng ta nhận được công thức sau: 

                                dxvuvuvdxu '..'.        

 Thật vậy   dxvuvdxuvuvuvuvu '.'.          '.'.)'.(              

             Suy ra   
b

a

b

a

b
a dxvuvuvdxu '..'  

Ví dụ 4.7:  Chứng minh các công thức dưới đây: 

a.  Cho f C0 trên [0, a] thì     
a a

dxxafdxxf
0 0

)()(  

b.  Cho f C0 trên [0, 1] thì:   
2

0

2

0

)(cos)(sin

 

dxxfdxxf  

                                                              
 

0 0

)(sin
2

)(sin dxxfdxxxf             
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c.  Cho f C0 trên [-a, a] thì 

 

 
0

0                    khi ( )

( )
2 ( )       khi ( )  

a

a

a

f x f x

f x dx
f x dx f x f x

   


 
 



 
 

d.  Cho f C0 trên ),(   và tuần hoàn với chu kỳ T  thì    

                                               
0

( ) ( ) ,  
a T T

a

f x dx f x dx a


                                        

Giải:                 
a.  Ta thực hiện phép đổi biến x = a – t 

b.  Đổi biến x = t
2


 và đổi biến x = t  

c.  Ta biểu diễn 



a

a

a

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()(  

Đổi biến x = - t,   


a

a

dxxfdxxf
0

0

)()(      



a

a

a

dxxfxfdxxf
0

)}()({)(    

)(xf  là hàm số lẻ a][0,x    ),()( xfxf . Do đó: 



a

a

dxxf 0)( . 

)(xf  là hàm số chẵn a][0,x    ),()( xfxf . Do đó:  



a

a

a

dxxfdxxf
0

)(2)( . 

d.   
0

0

( ) ( ) ( ) ( )
a T T a T

a a T

f x dx f x dx f x dx f x dx
 

       

Ta đổi biến x = t + T và biết rằng )()( xfTxf   nên có: 

                          
 a

a

aTa

T

dxxfdttfdtTtfdxxf
0

0

0

)()()()(  

Vậy          



Ta

a

T

dxxfdxxf
0

)()( . 

Ví dụ 4.8:  Tính các tích phân sau: 

a.   
a

dxxaI
0

22
1 ,       b.    


2

0
22 cos1

sin


dx
x

x
I .     

Giải: 

a.  Đổi biến     





2
,0,0sin


taxtax  ,  

             Ta nhận được    
4

coscos
2

0

1




aadttataI      

b.  Đổi biến  0,1
2

,0cos 



 txxt


 ,  
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    Vậy                  
0

1
2 02

1

arctg
1 4

dt
I t

t


   

  

Ví dụ 4.9:  Tính   



1

0
21

)1ln(
dx

x

x
I  

Giải:  

Đổi biến    





4
,01,0


 xtgx  ,     

      
4 4

2
0 0

2

2 cos
ln(1 tg ) 4

ln
1 cos cos

cos

d
I d

  
  

 


               

                     





 

4

0

4

0

4

0

cosln
4

cosln2ln



 ddd      

Tiếp tục ta đổi biến t
4

     

                       





 

4

0

4

0

cosln
4

cosln



 dttd  . Suy ra  2ln
4


I            

Ví dụ 4.10:   Cho  *  ,    :  0,a f a   , liên tục sao cho 1)( xf  và  

                      axxafxf ,01)().(   , . Tính   

a

dx
xf0 )(1

1
 

Giải:  
Đổi biến  tax   

        











aa

a

a

tf

dt

taf

dt

taf

dt

xf

dx

00

0

0

)(

1
1)(1)(1)(1

 

                         adxdx
xf

xf

xf

dx

xf

dx
dt

tf

tf aa aaa













  
00 000 )(1

)(

)(1)(1
2

)(1

)(
 

            Vậy               


a a

xf

dx

0 2)(1
 

Ví dụ 4.11      Chứng minh  0lim
1

32





n

n xn

dx
 

Giải:  

Đổi biến  
3

2

n

x
y   ta sẽ nhận được 

         
 



                                              Chương 4: Phép tính tích phân 

 174

 
 

      







3

1

3

2

3

1

3

2

1 1
3

3

132

3

2

1
32 1

1

)1(

n

n

n

n

n

y

dy

nyn

dyn

xn

dx
 

Mặt khác ta có  1
11

1

0

1

0
3

1

1
3

3

2







 dy
y

dy

y

dy

n

 

                                      2
2

2
1 6

1
1 1

2

3

3

3

1

3

1




 


n

dyy
y

dyn n

 

Suy ra *
12 3

1 3

3
,  0 0

n

n

dx
n

n x n


    


 . Vậy 0lim
1

32





n

n xn

dx
 

 
Ví dụ 4.12:  (Tích phân Wallis) 

a.  Tính 
2

0

cos  ,  n
nI xdx n



    

b.  Với 
2

0


 x  từ bất đẳng thức  xxx nnn 12212 sinsinsin    

Hãy chứng minh  
12

1
.

!)!12(

!)!2(
lim

2

2












 nn

n
n


  (Công thức Wallis) 

 Giải:    

 a.  Đặt 1 2cos  , cos ( 1) cos  sin   , sinn nu x dv xdx du n x x dx v x         

                   
2

0

222
0

1 )cos1(cos)1(sincos




dxxxnxxI nn
n  

                     22

1
)1()1( 


 nnnn I

n

n
IInIn     

                 
3

2

3

2

2
.

2

1

2

1
1cos

2 1302

2

0

10   IIIIdxxII       ,      ,        , 




    

               
2

.
!)!2(

!)!12(

2
.

2

1
.

4

3
...

)2(2

32
.

2

12
2


m

m

m

m

m

m
I m







  

               
!)!12(

!)!2(
1.

3

2
...

12

)2(2
.

1212 






 m

m

m

m

m

m
I m            
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( 1)!!
    khi 2

!! 2
( 1)!!

        khi 2 1,  
!!

n

n
n m

nI
n

n m m
n

      




 

Tích phân đã cho có tên là tích phân Wallis 
b. Lấy tích phân bất đẳng thức kép sẽ có 

                               
2

0

12
2

0

2
2

0

12 sinsinsin



dxxdxxdxx nnn     

            Theo tích phân Wallis nhận được  

             
!)!12(

!)!22(

2!)!2(

!)!12(

!)!12(

!)!2(








 n

n

n

n

n

n 
 

             Từ đó, suy ra  
nn

n

nn

n

2

1
.

!)!12(

!)!2(

212

1
.

!)!12(

!)!2(
22
























     

                                                               nn ba 
2


. 

 trong đó   
nn

n
b

nn

n
a nn 2

1

!)!12(

!)!2(

12

1

!)!12(

!)!2(
22























     ,  

              Vậy 

                                 
2212

2

2




 nn aa
n

n
 

Ví dụ 4.13:   Chứng minh:    1Cf   có  

                     0sin)(limcos)(lim   

b

a
n

b

a
n

nxdxxfnxdxxf  

Giải: 

Ta xét 
b

a

inx
n dxexfI )(  Ta tích phân từng phần sẽ nhận được 

           
b

a

inx
b
a

inx

n dx
in

e
xf

in

e
xfI )(')(  

                 
b

a

inxinainb dxexf
in

eafebf
in

)('
1

)()(
1

  

               
1

( ) ( ) '( ) 0
b

n
n

a

I f b f a f x dx
n 

 
     

 
  

               0 Re 0n nI I     và 0Im nI  

            Tức là lim ( ) cos 0
b

n
a

f x nxdx


  và  lim ( )sin 0
b

n
a

f x nxdx
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4.3. PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 
4.3.1. Tính chất cơ bản. Bảng các nguyên hàm thường dùng. 
A. Tính chất cơ bản của tích phân bất  định. 

Trước hết thấy ngay rằng các tính chất sau đây của tích phân bất định là hiển nhiên.  
   Cho gf ,  có nguyên hàm,     

1.    dxxfdxxfdxfdxxf )()(   ,  )()(
'

   

2.      dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

3.    dxxfdxxf )()(.   

4.  Nếu )(xf  có một nguyên hàm là )(xF  thì   )(')( xuxuf  có một nguyên hàm là  

     )(xuF   nếu 1Cu  , tức là   

                                     CxuFdxxuxufCxFdxxf   )()(')()()(  

 
B. Bảng các nguyên hàm 
                                         
      Hàm số )(xf       Nguyên hàm )(xF       Tập xác định  X  

    , \ 1x     
   

1

1







x
 

   *
  

   
x

1
    xln     *  

 

   *, ,0 1xa a           xa
a



 ln

1
 

     

   xe     xe

1

 
     

   xcos     xsin       
    xsin     xcos       
   chx     shx         
   shx     chx       
   thx     xcosln  

   \ ,
2

k k
    
 

  

   cotgx     xsinln      \ ,k k   

   thx     ln chx       
   xcoth     ln shx     *  

   2
2

1
1 tg

cos
x

x
   

   tgx  
   \ ,

2
k k

    
 

  

   2
2

1
1 cotg

sin
x

x
   

   cotgx      \ ,k k   
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   2
2

1
1 th

ch
x

x
   

   thx       

   2
2

1
coth 1

sh
x

x
   

   xcoth     *  

   *
22

,
1

Ra
xa




     
1

arctg
x

a a
 

     

   
21

1

x
    

x

x




1

1
ln

2

1
 

    \ 1,1  

   
21

1

x
     )1ln( 2xx        

   *

2 2

1
,a

a x



      arcsin

x

a
     \ ,a a  

   
1

1
2 x

    1ln 2  xx      \ 1,1  

 
4.3.2. Hai phương pháp cơ bản tính tích phân bất định. 
A. Phương pháp tích phân từng phần. 

Cho 1, Cvu   trên X  khi đó  

             )()()().()()( xduxvxvxuxdvxu   trên X                                                (4.18) 

Chú ý: 
a.  Phương pháp này thường áp dụng tính các tích phân các hàm số có dạng sau đây:     

xxPexPxxP xk  sin)()(ln)(  ,  , 
x x( ) cos  , ( ) arcsin  , ( )arccos  , e cos  ,e sinP x x P x x P x x x x    , * *,  , , ( )k P x     là đa 

thức .    

b.  Để tính   xdxxP cos)(  hoặc  xdxxP sin)(  ta có thể tính   dxexP xi)(  sau đó 

tìm phần thực và phần ảo. 

c.    Để tính  dxexP x)( , ta có thể dùng phương pháp hệ số bất định.                            

                  CexQdxexP xx   )()( , trong đó )(deg)(deg xQxP   

d.  Trong quá trình tính toán có thể phải lặp lại một số hữu hạn lần phương pháp tích 
phân từng phần. 
B. Phương pháp đổi biến số. 

Đặt )(tx  , với   đơn điệu và 1C  trên Y  khi đó  

                              
)(1)(')()(

xt
dtttfdxxf  


                                                 (4.19) 

            Đặt )(xt   khi đó dttgdxxf )()(   

                             )()()( xtdttgdxxf                                                                 (4.20) 

Chú ý:  
Đổi biến số để tính nguyên hàm theo biến mới dễ dàng hơn. Trong kết quả phải trở về 

biến lấy tích phân bất định ban đầu. Điều này khác hẳn khi tính tích phân xác định. 
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Ví dụ 4.14:  Tính            a.   xdxxxI cos)( 3
1 , 

     b.  dxxexxI x  3cos)3()(2 .  

Giải: 

a.  Đặt  xdxxxJ sin)( 3
1  

           CedcxbxaxdxexiJI ixix   )( 233
11 ,  ,  ,  ,  ,  a b c d C C  là hằng số phức 

tuỳ ý    Ta lấy đạo hàm hai vế, nhận được  

                     3 2 2 3 ,   ( ) (3 2 )x i ax bx cx d ax bx c x               

                    CxixixxixiJI

d

ic

b

ia

cid

bic

aib

ia




































)sin).(cos663(

6

6

3

0

02

03

1

23
11       

    Ta so sánh phần thực với phần thực, phần ảo với phần ảo  

             Vậy      1
23

1 cos)63(sin)6()( CxxxxxxI      

                         3 2
1 2 1 2( ) ( 6 )cos (3 6)sin ,          ,  J x x x x x x C C C       .     

b.  Đặt    xdxexxJ x 3sin)3()(2        

                         CebaxdxexiJI xixi   )31()31(
22 )()3(         

             3))(31(  xabaxiRx  ,       

                        
50

4219

10

31

3)31(

1)31( i
b

i
a

abi

ai 












 ,           

                           Cxixe
i

x
i

xI x 














 




 3sin3cos
50

4219

10

31
Re)(2        

                                  Cxxxx
ex
















 






  3sin

5

42
33cos

5

19

10
.       

Ví dụ 4.15   Tính các tích phân sau: 

a.   


xx

dx
I

)1(
1  ,     b.   3 2

3

2

sin

x

dxx
I .     

Giải:        

a.  Đặt tdtdxttx 202    ,    ,                                                                                       

    1 2 2

2
2 2arctg

(1 ) 1

tdt dt
I x C

t t t
   

   . 

b.  Đặt dttdxtx 23 3   ,                                                                                           

    Cxtdtdtt
t

t
I   32

22 cos3sin33.
sin

. 

Ví dụ 4.16:   Tính:      


 dx
xx

x
I

1)1(

21
2
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Giải: 

Đặt tdtdxxt 21    ,   

                
2

3 2 2

2 2 2 2 ( 1) 2 2 1
2 ln arctg

1 1 1 1 3 3

t t t t
I dt dt C

t t t t t t

                   

                   
2( 1 1) 2 2 1 1

ln arctg
1 2 3 3

x x
C

x x

   
  

  
. 

Ví dụ 4.17:   Tính:    dxI x 123  

Giải: 

Đặt  tdtdxtx    ,  12  

                      C
t

dt
t

tdtI t
t

t
t

t   3
)3(ln

1

3ln

3.
3

3ln

1

3ln

3.
3

2
 

                           Cx
x




13ln.12
)3(ln

3
2

12

. 

4.3.3. Cách tính tích phân bất định của các hàm số hữu tỉ. 
Chú ý: 

a. Nếu hàm hữu tỉ có dạng  1 ( )
( )   ,  \ 0,1

( )

n
n

n

P x
f x x n

Q x
  , bằng cách đổi biến  

nxt    sẽ có                                                                              

                                  dt
tQ

tP

n
dxxf

)(

)(1
)(    

            Như vậy ta đã hạ thấp bậc của các đa thức của hàm hữu tỉ f .       

b.  Mọi hàm hữu tỉ (đôi khi gọi là phân thức hữu tỉ) không thực sự đều phân tích thành   
tổng của một đa thức và một phân thức hữu tỉ thực sự. 

c.  Sử dụng định lí 2 trong mục 2.1.2 và tính chất của tích phân bất định, thấy rằng quá  
trình tích phân các hàm hữu tỉ là quá trình tích phân các phân thức tối giản.                                                                                

Dưới đây ta trình bày phương pháp tích phân các phân thức tối giản thực sự. 
A. Tích phân các phân thức tối giản loại thứ nhất. 

                          ,  
( )n

dx
I a

x a
 

   

Nếu 1n  thì  Cax
ax

dx


 ln  với constC  .                        

            Nếu   * \ 1n  thì  C
axnax

dx
nn





  1)(

1
.

1

1

)(
. 

 B. Tích phân các phân thức tối giản loại thứ hai. 

                       
2

  ,  , , ,  ,  
( )n

x
I dx a b c

ax bx c

   
 

    và 2 *4 0,  b ac n    

            * Nếu 0                                                                                      
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ncbxax

dx
I

)( 2
  

Ta biến đổi  acb
bax

a
cbxax 4

2
1

4
2

2

2 


























  ,  

            Thực hiện đổi biến  




bax

t
2

 

            Suy ra   













n

n

t

dt

a

a
I

)1(2

4
2

  

            Tính     


nn t

dt
tJ

)1(
)(

2
 bằng phương pháp truy toán. 

     Trước hết  1 2
( ) arctg

1

dt
J t t C

t
  

  

      Tích phân từng phần sẽ có  

                       





12

2

2 )1(
2

)1(
)(

nnn t

dtt
n

t

t
tJ  

               

                       )(2
)1( 12 


 nnnn JJn

t

t
J  

                      
nnn t

t
JnnJ

)1(
)12(2

21 
  

Chú ý: 

Có thể tính  nJ  bằng phép đổi biến  2arctg (1 tg )t dt d           

2( 1)
2 1

                      cos  
(1 tg )

n
n n

d
J d

  



 

                                       

Ta tuyến tính hoá )1(2cos n  (Xem phần B mục 1.2.3) rồi tính nguyên hàm, sau đó trở 
về biến t. 

* Nếu .0                                                                                                 

2

2
2

                    
2 ( )n

a
ax

I dx
a ax bx c


 




                                                     

                        






 





nn cbxax

dx
b

a

a
dx

cbxax

bax

a )(

2

2)(

2

2 22 


 

             Tích phân thứ nhất tính được nhờ phép đổi biến   cbxaxu  2  

                       C
cbxaxnu

du
dx

cbxax

bax
nnn








 122 )(

1
  

1

1

)(

2
 

             Tích phân thứ hai tính theo nJ  đã trình bày ở trên. 

Ví dụ 4.18:  Tính   


13x

dx
I  và    


23 )1(x

dx
J  
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Giải: 

Ta phân tích  
1

2
.

3

1

1

1
.

3

1

)1)(1(

1

1

1
223 









 xx

x

xxxxx
 

                      1
2

22 2

3
)1ln(

2

1

1

3)12(

2

1

1

2
Ixxdx

xx

x
dx

xx

x









  

trong đó 1 22

2 2 1
arctg

1 3 31 3

2 4

dx dx x
I C

x x
x


   

     
 

   

Cuối cùng ta có   21 1 1 2 1
ln 1 ln( 1) arctg

3 6 3 3

x
I x x x C


        

Bằng phép tích phân từng phần sẽ có  

                    )(3
1)1(

3
1 323

3

3
JI

x

x
dx

x

x

x

x
I 








   

Suy ra     










1
2

3

1
)(

3x

x
IxJ  

                                      2
3

2 1 2 2 1
ln 1 ln( 1) arctg

9 9 3( 1)3 3 3

x x
x x x C

x


       


. 

4.3.4. Tính nguyên hàm các phân thức hữu tỉ đối với một số hàm thông dụng.  
A. Hàm hữu tỉ đối với sin và côsin. 

1. Trường hợp tổng quát. 

     Xét    dxxxR )cos,(sin  trong đó R  là ‘’phân thức hữu tỉ hai biến’’ 

      Ta thực hiện phép đổi biến: tg
2

x
t  . Ta có 

                       
22

2

2 1

2

1

1
cos

1

2
sin

t

dt
dx

t

t
x

t

t
x










     ,      ,   . 

Khi đó tích phân được đưa về dạng   dt
tQ

tP

)(

)(
  

Tuy nhiên bậc của )(tP  và )(tQ  thường là cao, làm cho quá trình tính toán rất nặng 

nhọc. Sau đây ta xét một số trường hợp đặc biệt, với cách đổi biến thích hợp sẽ tính toán dễ 
dàng hơn. 

2.  Trường hợp đặc biệt thứ nhất. 
            Nếu )cos,sin()cos,(sin xxRxxR   thì đổi biến  tgt x  hoặc  cotgt x ’ 

            Nếu )cos,(sin)cos,(sin xxRxxR   thì đổi biến  xt sin . 

            Nếu )cos,sin()cos,(sin xxRxxR   thì đổi biến  xt cos . 

3.  Trường hợp đặc biệt thứ hai. 

            Khi (sin ,cos ) sin .cos   ,   ,  m nR x x x x m n  . 

            Nếu m  lẻ thì đổi biến xt cos . 
            Nếu n  lẻ thì đổi biến xt sin . 
            Nếu nm,  chẵn và không cùng dương thì đổi biến tgt x . 
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    Nếu ,  m n  chẵn và cùng dương thì tuyến tính hoá sau đó tính nguyên hàm. 

Ví dụ 4.19:   Tính 1
cos




  a
xa

dx
I   ,   

Giải:   

Đặt tg
2

x
t   thì  


2)1()1(

2

taa

dt
I  

                               
2

2 1
arctg tg

1 21

a x
I C

aa

 
     

 

Ví dụ 4.20:    Tính  
4sin 3cos 5

dx
I

x x


  . 

Giải: 

Đổi biến  
2

x
tgt  ,     














22

2

2

2

2

)2(882
2

5
1

1
.3

1

2
.4

1

2

t

dt

tt

dt

t

t

t

t

dt
tI                  

 

                                                  
1 1

2 tg 2
2

C C
xt

     
 

. 

Ví dụ 4.21:  Tính các tích phân sau. 

 a.     dx
x

x
I

4

3

1 sin

cos
,    b.    xdxxI 23

2 cossin , 

.           c.    dx
x

x
I  6

2

3 cos

sin
 ,   d.   xdxxI 42

4 cossin . 

Giải: 

a.          ,  dx
x

x
I

4

3

1 sin

cos
đặt xdxdtxt cossin    ,  

                     





 


 dt

tt
dt

t

t

x

xdxx
I

244

2

4

2

1

111

sin

coscos
 

                        C
xx

C
tt


sin

1

sin3

11

3

1
33

. 

b.       ,  xdxxI 23
2 cossin đặt xdxdtxt sincos    ,   

                    C
xx

dtttxdxxxI   3

cos

5

cos
)1(sincossin

35
2222

2 . 

c.         ,   dx
x

x
I

6

2

3 cos

sin
đặt 

2
tg   ,  

cos

dx
t x dt

x
   

                      dttt
x

dx

xx

x
dx

x

x
I )1(

coscos

1

cos

sin

cos

sin 22
222

2

6

2

3  
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3 5tg tg

3 5

x x
C    

d.       dxxxxdxxI )2cos1(2sin
8

1
cossin 242

4  

                         21 1
(1 cos 4 ) sin 2 (sin 2 )

16 16
x dx xd x     

                         31 1 1
sin 4 sin 2

16 64 48
x x x C     

Ví dụ 4.22:   Tính   
 


1

1 112 xx

dx
I  

Giải: 
Đặt cos   ,  1 ,  1 0x t x t x t         

                      














 








 




00

42
cos12

sin

2
cos

2
sin22

sin

t

tdt
tt

tdt
I  

                       














 







 








0

2

42
cos12

1
42

cos2
dt

t

t

 

 Tiếp tục đổi biến   ,  0 ,  
2 4 4 4

t
t t

               

                   










4

0

24

4

2

)cos1(2

1)1(cos2
4

)cos1(2

1cos2
2












ddI  

                      











4

0 2

4
0

4

0 2

4

0

2
cos

22
4

sin4

2
cos2

2)1(cos4















dd

d  

                     4
0

2
4 2tg 2 2 2tg

2 4 2 8

  
 

       
 

 

                     224)12(222     (sử dụng  
2

2tg
tg2

1 tg







). 

B. Hàm hữu tỉ đối với shx  và chx . 
Vì đạo hàm của các hàm shx  và chx  tương tự như các hàm xsin  và xcos ,  để tính 

 dxxxR )cos,(sin  ta đã dùng các phép đổi biến tương ứng  

                  tg   ,  cos   ,  sin   ,  tg
2

x
t t x t x t x    . 

Vậy để tính  (sh , ch )R x x dx  ta có thể dùng các phép đổi biến:  
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                   th   ,  ch   ,  sh   ,  th
2

x
t t x t x t x    . 

Ví dụ 4.23:  Tính các tích phân sau 

a.     
2

1 3 2

sh

ch (2sh 3ch )

x
I dx

x x x


 ,       b.    
3

2 2

sh

ch (2 sh )

x
I dx

x x


 .              .     

Giải: 
a.  Hàm dưới dấu tích phân chẵn đối với shx  và chx  nên ta đặt  

                                                  dxxthdtthxt )1( 2  ,  

                      

2

2 22 2

1 3 3

sh
th (1 th )ch .ch

2th 3 2th 3

x
x xx xI dx dx

x x


 

    

                          CxthCtdt
t

t



  )23ln(

6

1
32ln

6

1

32
33

3

2

. 

b.  Hàm dưới dấu tích phân lẻ đối với shx , ta đặt shxdtchxt    ,   

                      
2 2

2 2 2 2

sh .sh . 1 1 2

ch (2 sh ) ( 1) 1

x x dx t t
I dt dt

x x t t t t

              

                        

                           CxshchxCtt  )2ln(ln)1ln(ln 22 . 

Ví dụ 4.24:  Tính các tích phân sau. 

      1 1ch( 1) .sh   ,       sh( 1) .shn nA n x xdx B n x xdx       

Giải: 

              










 







  dxeedxeeeBA x

n
x

n
xxxn 2

1
2

1
)1( 1

2

1

2

1
 

                           2
1 1

1 1 1
1 sh

2

n
x nx ne C e x C

n n
      
 

 

            2

1
shnx nA B e x C

n
    suy ra 

1 1
ch .sh ,  sh .shn nA nx x C B nx x C

n n
    . 

C. Hàm hữu tỉ đối với ,   xe   .  

Ta xét   dxefI x )(  , trong đó )(xf  là hàm hữu tỉ. Ta thực hiện phép đổi biến     

                     dxedtet xx     ,  , khi đó   dt
t

tf
I 

)(1


 . 

Đó là tích phân của hàm hữu tỉ đã xem xét trong phần A. 

 D. Hàm hữu tỉ đối với x và n

dcx

bax




 

Xét   













 dx
dcx

bax
xRI n,   trong đó ),( yxR  là hàm hữu tỉ của hai biến yx,  
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    n

dcx

bax
y




  ,  bcad  . 

            Thực hiện phép đổi sang biến y  thì  

                       dy
cya

bcadny
y

cya

bdy
RdxyxR

n

n

n

n

2

1

)(

)(
,),(


















 

                                       dyyf )( , trong đó )(yf  là hàm hữu tỉ của y. 

Ví dụ 4.25:   Tính các tích phân bất định sau. 

            a.   *
2

  ,  
(1 )x

dx

e
 

  ,           b.   
dx

x

x
3)1(

. 

Giải: 

            a.  Đặt dxedtet xx     ,   

                   


















dt
ttttt

dt

e

dx
x 222 )1(

1

1

111

)1(

1

)1(   

                                   C
t

tt 










1

1
1lnln

1


 

                                   C
e

ex
x

x 








 


 1

1
)1ln(

1
. 

             b.        Idx
x

x

x
dx

x

x





  11

1

)1( 3
 

              Ta đổi biến số  
222

2

)1(

2

11 t

tdt
dx

t

t
x

x

x
t








   ,   

                         
2

2 2

1
2 2 1 2( arctg )

1 1

t
I dt dt t t C

t t
            

                            2 2arctg
1 1

x x
C

x x
  

 
. 

4.4. MỘT SỐ ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 
Chú ý:  
             a. Trong mục này khi xem xét một hình phẳng hay một vật thể, chúng ta luôn để ý   
đến tính chất đối xứng của hình để đơn giản quá trình tính toán hoặc để chọn một hệ qui chiếu 
thích hợp để giải quyết bài toán được dễ dàng hơn. 
             b.  Để tính các đại lượng hình học, vật lí, kĩ thuật,…nhờ vào tích phân xác định phải 
thực hiện hai bước: lập tổng tích phân và tính giới hạn của tổng tích phân đó. Người ta gọi là 
qui tắc hai bước hay sơ đồ vi phân. 
             Để tính diện tích ta phải tính vi phân diện tích (yếu tố diện tích) dS sau đó lấy tổng  
suy rộng các dS sẽ đẫn đến tích phân xác định. 
             Để tính thể tích ta phải tính vi phân thể tích (yếu tố thể tích) dV sau đó lấy tổng suy 
rộng các dV , v.v… 
4.4.1. Tính diện tích hình phẳng.     
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A. Miền phẳng giới hạn bởi các đường cong trong toạ độ Descartes. 

Giả sử miền phẳng D giới hạn bởi các đường: 
                                            ,    ,  ( )  ,  0  ,  ( )x a x b a b y y f x       

trong đó  f x  liên tục từng khúc trên [a,b]. Gọi diện tích của miền phẳng D là S. Theo ý 

nghĩa hình học của tích phân xác định, sau khi chú ý đến dấu của hàm số  f x ta nhận được 

công thức tính S như sau: 

                                         ( )
b

a

S f x dx               (4.21) 

 Tổng quát, giả sử miền phẳng D giới hạn bởi các đường: 

                                        1 2,   ,   ( ),   ( ),   ( ).x a x b a b y f x y f x       

trong đó 21, ff  liên tục từng khúc trên [a,b].           

 Gọi diện tích của miền phẳng D là S. Từ (4.21) và từ H.4.3 suy ra                                  

                                           
b

a

dxxfxfS )()( 21                                                (4.22)                               

O x

y

a b

1f
2f

O x

y

c

d

1g 2g

H.4.3  
         
 Tương tự nếu D giới hạn bởi các đường: 

                              1 2,   ,   ( ),   ( ),   ( ).y c y d c d x g y x g y       

trong đó 21, gg  liên tục từng khúc trên [c,d]. Khi đó ta nhận được 

                                       
d

c

dyygygS )()( 21                                            (4.23) 

B. Miền phẳng D giới hạn bởi đường cong cho dưới dạng tham số: 

         Giả sử miền D giới hạn bởi đường cong cho bởi phương trình 

                                            







)(

)(

tyy

txx
       10 ttt   

         Thực hiện phép đổi biến số  x x t  trong tích phân (4.21) ta nhận được   

                                            
1

0

)().( ,
t

t

dttxtyS                                                          (4.24) 
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C. Miền phẳng D giới hạn bởi đường cong có cho dưới dạng toạ độ cực. 
        
             Giả sử miền D giới hạn bởi đường cong cho bởi phương trình                     
                                                   ,       )(rr  

và hai tia đi qua cực: ,      mà mọi tia đi qua cực cắt đường cong không quá một điểm

  Tương tự như tính diện tích của hình thang cong, ta tính diện tích của hình quạt cong 

   Yếu tố diện tích của quạt cong tại giá trị   ứng với số gia d  là  2

2

d
dS r

 


  . 

   Vậy ta nhận được           21
( )

2
S r d





                                                        (4.25)           

 Ví dụ 4.26:  Tính diện tích của hình elíp có các bán trục a, b. 

Giải:   Hình elíp giới hạn bởi đường elíp có phương trình   1
2

2

2

2


b

y

a

x
                                           

 Do tính chất  đối xứng của hình elíp qua các trục toạ độ và do phương trình tham số 
của đường elip                                           
                                tbytax sincos    ,  ,  20  t     

 nên ta có: 

                                 abdttabS 



   
2

0

2 .sin4  (đv. diện tích) 

 Ví dụ 4.27:  Hãy tính diện tích của hình giới hạn bởi trục hoành và một nhịp của đường    
                     Cycloid (Xem hình 4.4)  cho bởi phương trình tham số: 
                                  )sin( ttax   

                                  )cos1( tay  ,     20  t   

a 2 a 3 a

 
                                                              H.4.4 

Giải:            



2

0

222
2

0

22 3coscos21cos1 adtttadttaS  (đv. diện tích) 

Ví dụ 4.28:   Tính  diện tích của hình trái tim giới hạn bởi đường Cardioid (đường trái tim),   
   
                       trong hệ  toạ độ cực cho bởi phương trình )cos1(  ar . Xem hình 4.5     
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y

O

a

2a

 
                                                             H.4.5. 
Giải:  Do tính đối xứng của hình qua trục Ox, vậy ta có                   

                           

   22 2 2

0 0

2 2

1 cos 1 2cos cos

1 3
    .

2 2

S a d a d

a a

 

    

  

    

    
 

 
                            

4.4.2. Tính độ dài đường cong phẳng. 
A. Phương trình cho trong hệ toạ độ Descartes vuông góc.    

Giả sử đường cong AB  cho bởi phương trình  

                                 ( ),     , ( ) ,   , ( )y f x A a f a B b f b  

 trong đó 1Cf   trên  , ,    ( )a b a b .  (Xem H.4.6)  

            Vi phân cung tại điểm x được xác định theo công thức                                                

                                    2 2 '21dl dx dy f x dx     

                              

x

BN

y

A

dl
dy

dxM

O

                                            
                                                              H.4.6 
                                                  

             Ta gọi l  là độ dài cung AB . Vậy ta có 
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                                        dxxfl
b

a
  )('1 2                                                             (4.26)                              

 B. Phương trình cho trong dạng tham số.                              

     10)(

)(
ttt

ty

tx









     ,      



   1, C  trên  0 1,t t              

                         Thực hiện phép thay biến trong công thức (4.26), ta nhận được                           

                                                 dtttl
t

t
 
1

0

)(')(' 22                                                          (4.27) 

C. Phương trình cho trong dạng toạ độ cực. 
                                                   ,    )(rr  

Tham số hóa đường cong     
 
 

os
      ,     

sin

x r c

y r

 
  

 

   


                  

            Sử dụng (4.27) ta nhận được:     




 drrl )()(
2,2                                (4.28) 

Chú ý: Trong không gian đường cong AB  cho bởi phương trình tham số                             

                             10         

)(

)(

)(

ttt

tzz

tyy

txx














  1,, Czyx      trên   10 ,tt .  

Khi đó công thức tính độ dài cung sẽ là      

                                
1

0

)()()(
2,2,2,

t

t

dttztytxl   

và công thức vi phân cung         

                             dttztytxdl )()()(
2,2,2,       (4.29)  

Ví dụ 4.29:   Hãy tính độ dài của một nhịp Cycloid cho trong ví dụ 4.27. 
Giải:   
                      taytatx sin'    ,    )cos1()('   

                      dttadttatal  


00

2222 cos122sin)cos1(2  

                        a
t

adt
t

a 8
2

cos8
2

sin4 0

0

  



(đv. độ dài) 

Ví dụ 4.30:  Hãy tính độ dài của Astroid, phương trình tham số của nó có dạng. 

                     










20   ,   0      ,      sin

cos
3

3

tatay

tax
 

                    hay trong hệ toạ độ Descartes có dạng :      3

2

3

2

3

2

ayx    Xem hình 4.7.  
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y

x

a

a- a

- a

O

                                                                                                       
                                                                 H.4.7 

           Giải:  

             2 2' 3 cos sin , ' 3 sin cosx a t t y a t t    atatdtal 62cos32sin6 2
0

2

0

 




(đv. độ dài) 

4.4.3. Tính thể tích vật thể. 
A. Công thức tổng quát. 

 Giả sử vật thể (V ) nằm giữa hai mặt phẳng vuông góc với trục Ox, các  mặt phẳng  
này có phương trình là ax  và babx     ,   . Các thiết diện của vật thể (V ) vuông góc với 

trục Ox nằm trên mặt phẳng có phương trình   0 0,   ,x x x a b   có diện tích tương ứng 

)( 0xS . (Xem hình 4.8). Khi đó thể tích của vật thể (V ), kí hiệu là V, tính theo công thức 

                                              
b

a

dxxSV )(                                                             (4.30) 

  Thật vậy, ta áp dụng sơ đồ vi phân gồm hai bước: 
            Bước 1: Tính vi phân thể tích dV . Ứng với vi phân dx  ta được vật thể vô cùng bé là 

một lát mỏng, có thể coi là hình trụ đáy  S x  và chiều cao dx . Do đó  dV S x dx     

            Bước 2: Lấy tổng suy rộng, chuyển sang tích phân, ta nhận được công thức (4.30) 
                 z 
 
 
                                          y 
 
 

                                                      )( 0xS  

 
                                                         

                   O           a                                    0x                            b          b         x 

 
 
                                       
                                                               H.4.8 
 



                                              Chương 4: Phép tính tích phân 

 191

 
 
B. Công thức tính thể tích vật thể tròn xoay. 

Vật thể (V) tròn xoay là vật thể được tạo thành do một hình thang cong giới hạn bởi 
các đường: 

            0)(  ybabxax    ,      ,      ,     và  baxxfy ,0)(     ,    

quay xung quanh trục Ox (xem hình 4.9). Cụ thể hơn, phần không gian bị chiếm chỗ do hình 
thang cong quay xung quanh trục Ox gọi là vật thể tròn xoay. 
 
                         y 
                                                       )(xfy   

 
 
 
                             O   a                                                             x     
                                                                                                                            
 
         z 
                                                                 H.4.9 
                                                  

Như vậy các thiết diện vuông góc với trục Ox là các hình tròn. Diện tích của thiết diện 

nằm trên mặt phẳng 0xx   sẽ là  )(. 0
2 xf . Từ đó nhận được công thức tính: 

                                         
b

a

dxxfV )(2                                                         (4.31) 

Bây giờ ta xét vật thể (V) tròn xoay là vật thể được tạo thành do một hình thang cong 
giới hạn bởi các đường: 

                ,      ,   (0 )   ,   0x a x b a b y      và  baxxfy ,0)(     ,    

quay xung quanh trục Oy (xem hình 4.10) 

                    

y

xa b

)(xfy 
dx

dS

xO

 
                                                             H.4.10 
 

b 
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Trong trường hợp này ta áp dụng sơ đồ vi phân như sau: lấy yếu tố diện tích tại điểm x 

của hình thang cong là  dS f x dx . Khi quay quanh trục Oy, dải chữ nhật vô cùng bé này 

tạo thành một lớp trụ tròn vô cùng bé với bán kính x, chiều cao  f x  và chiều dày dx. Để 

tính yếu tố thể tích dV  này, ta hình dung lớp trụ là hộp chữ nhật với các kích thước:   

 2 ,  ,  x f x dx  do đó  2dV x f x dx . Vậy thể tích của vật thể tròn xoay trong trường 

hợp hình phẳng quay quanh trục Oy tính theo công thức 

                                          2
b

a

V x f x dx                                                            (4.32) 

Ví dụ 4.31:  Hãy tính thể tích của elipxôít với các bán trục a,b,c: 

                                        1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
     

Giải:    
Thiết diện của elipxôit vuông góc với trục Ox là một hình elíp. Thiết diện nằm trên 

mặt phẳng  0 0,   ,x x x a a     là elip có các bán trục 

                               
2

2
0

2

2
0 11

a

x
c

a

x
b     ,    

 
và được mô tả bởi bất phương trình:  

                              

22 2
0

2 2 2

0

1
xy z

b c a
x x


  


 

 

Theo ví dụ 4.26, diện tích thiết diện được biểu diễn dưới dạng  

                              









2

2
0

0 1)(
a

x
bcxS   

             Vậy         





















a

a

a abc
a

x
abcdx

a

x
bcV 

3

4

3
21 02

3

2

2

(đv. thể tích) 

Ví dụ 4.32:  Tính thể tích vật thể do một nhịp Cycloid quay xung quanh trục Ox tạo ra. Biết   
                    Cycloid cho bởi phương trình tham số là. 

                                      
( sin )

(1 cos ),  ( , )

x a t t

y a t t

 
     

 

Giải: 

                      



2

0

33
2

0

2 )cos1( dttadxyV
a

 

                          



2

0

323 )coscos3cos31( dtttta  
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2

0

2

0

2
0

3 )cos33(cos
4

1
)2cos1(

2

3
sin32 tdttdttta  325 a  

Ví dụ 4.33: Cho miền phẳng giới hạn bởi hai đường 2 , 2y x y x   . Tính thể tích của vật 

thể tròn xoay được tạo thành khi quay hình phẳng quanh đường thẳng 3x  . 
 
Giải:   

                               

y

x2 3x-1 O

2

 
                                                            H.4.11                                                          

Yếu tố diện tích tại điểm x ( xem H.4.11 ) có diện tích là   22dS x x dx     . 

Yếu tố thể tích do yếu tố diện tích chữ nhật này quay tạo thành là lớp trụ với ba    

kích thước: chiều cao   22 ,x x   bán kính 3 x  và độ dày dx . Do đó  

                                              22 3 2dV x x x dx     

                                                
2

2

1

247
2 3 2

6
V x x x dx 



      (đv. thể tích) 

4.4.4. Tính diện tích mặt tròn xoay. 

Mặt tròn xoay là một mặt cong được tạo thành do một cung cong AB  quay xung 

quanh trục Ox tạo ra. Cụ thể hơn: Phần không gian bị chiếm chỗ do cung AB quay xung 
quanh trục Ox gọi là mặt tròn xoay. 
           Gọi S là diện tích của mặt tròn xoay, dưới đây chúng ta sẽ đưa ra các công thức tính S  

A. Cung AB cho bởi phương trình ( )  ,  y f x a x b    

           Khi yếu tố độ dài tại x  quay quanh Ox, nó tạo thành yếu tố mặt cong có diện tích là 

                                     ' 22 2 1 ( )dS f x dl f x f x dx                            

           Do đó                          22 1 ' ( )
b

a

S f x f x dx                                         (4.33) 

           Tương tự , nếu đường cong quay quanh trục Oy thì 

                                            22 1 ' ( )
b

a

S x f x dx                                                 (4.34) 
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B. Cung AB cho bởi phương trình tham số                       

                                           
( )

( )

x x t

y y t


 

    ,     10 ttt   

                   
1

0

2 22 ' ( ) ' ( )
t

t

S y t x t y t dt   ( quay quanh Ox)                                 (4.35)                                        

                   
1

0

2 22 ' ( ) ' ( )
t

t

S x t x t y t dt    (quay quanh Oy)                                 (4 36). 

 C. Cung  AB cho bởi phương trình trong hệ toạ độ cực  
                                    ,    )(rr  

                             




 drrrS )(')(sin)(2 22                                   (4.37) 

Ví dụ 4.34:  Tính diện tích của mặt tròn xoay tạo thành do một đường xích có phương trình     

                    ch    ,   0
x

y a a
a

   gắn ở các đầu  (0, ) , , ch  , 
x

A a B x a x a
a

   
 

 

                    quay xung quanh trục Ox  
Giải: 

                     2 2' sh    ,   1 ' 1 sh ch
x x x

y y
a a a

      

                     2

0 0

2
2 ch 1 ch

x xx x
S a dx a dx

a a
      

  
2

sh
2

a x
a x

a
    

 
 

Ví dụ 4.35:  Đường cong cho bởi phương trình )cos1(  ar  quay quanh trục Ox tạo ra                     

                     một mặt tròn xoay. Tính diện tích mặt cong này. 
Giải:   

Đó là đường trái tim (Xem hình 4.5) 

                          
2

cos4)cos1(2'sin)(' 22222  aarrar    ,   

                          






0

2

2
cossin)cos1(4 daS  

                             205
2

0

42

5

32

2
cos

5

32

2
cos

2
sin16 a

a
da 





 



   

4.5. TÍCH PHÂN SUY RỘNG 
4.5.1. Tích phân suy rộng với cận vô hạn. 
A. Định nghĩa: 

1.  Cho   : ,   ,  f a a    , khả tích trên    aAAa   ,  , . 

    a.  Tích phân suy rộng của f  với cận    được kí hiệu là: 


a

dxxf )( . 
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      b.  Ta nói rằng tích phân suy rộng  


a

dxxf )(  hội tụ về số  I   khi và chỉ khi 

                             Idxxf
A

a
A


)(lim   và kí hiệu Idxxf

a




)(                                 (4.38) 

      c.  Nếu I  không tồn tại hoặc I , thì nói rằng tích phân suy rộng 


a

dxxf )(  phân kỳ. 

2.   Cho   : ,   ,  f a a    , khả tích trên   aBaB   ,   ,  

       a.  Tích phân suy rộng của f  với cận   được  kí hiệu là  


a

dxxf )( . 

       b. Ta nói rằng tích phân suy rộng  


a

dxxf )(  hội tụ về số J   khi và chỉ khi 

                             





aa

B
B

dxxfJdxxf )()(lim                                                      (4.39) 

       c. Nếu J  không tồn tại hoặc J , thì nói rằng tích phân suy rộng 


a

dxxf )(  phân kỳ. 

3.   Cho  :f    khả tích trên  ,   ,  ,A B A B  . 

       a. Tích phân suy rộng của f với các cận vô hạn được kí hiệu là:  




dxxf )( . 

       b. Nói rằng tích phân suy rộng  




dxxf )(  hội tụ khi và chỉ khi các tích phân suy rộng   

                


a

dxxf )(  và 


a

dxxf )(  cùng hội tụ,  a  . Trong trường hợp này được kí hiệu     

                              ( ) ( ) ( )   ,  
a

a

f x dx f x dx f x dx a
 

 

                                      (4.40) 

       c.  Tích phân suy rộng  




dxxf )(  được gọi là phân kì nếu nó không hội tụ. 

Rõ ràng nếu f  liên tục trên tập xác định của nó, và có nguyên hàm )(xF  thì người ta 

có thể dùng kí hiệu Newton-Leibniz như sau: 

                           





 a
A

a

xFaFAFdxxf )()()(lim)(              

                           a

B

a

xFBFaFdxxf 


 )()(lim)()(       

                            






 )()(lim)(lim)( xFBFAFdxxf
BA
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Ví dụ 14.36:  Xét sự hội tụ, phân kỳ của các tích phân suy rộng sau:  
      

            a. 


0
21 x

dx
  ,    b. 



  21 x

dx
   ,    c. sin   ,  

a

xdx a


     ,    d. 
1

  ,  
dx

x




   

Giải:   

a.    02
0

arctg lim arctg arctg0
1 2x

dx
x x

x





   

  

 
            Vậy tích phân suy rộng đã cho hội tụ. 

b.   
2

arctg lim arctg lim arctg
1 2 2x x

dx
x x x

x

  



  



     
  

            Vậy tích phân suy rộng trên hội tụ. 

c.   xaxxdx
x

a

a

coslimcoscossin





  

Không tồn tại giới hạn của xcos  khi x , vậy tích phân suy rộng đã cho phân kỳ. 

              d.   
1

1 11

ln                khi  1

1 1
.     khi  1

1

x
dx

x
x
















 
 




   

      Ta nhận thấy  
1

0   khi 11
lim ln ,        lim

  khi  1x x
x

x

 


    

  

        Vậy tích phân hội tụ với 1 , khi đó  
1

1

1 




x

dx
, và phân kỳ với 1   

Chú ý: Tương tự như ý nghĩa hình học của tích phân xác định, ở đây ta thấy: Nếu tích phân 
suy rộng hội tụ và 0)( xf  thì một miền vô hạn có diện tích hữu hạn sẽ tính được diện tích 

nhờ vào tích phân suy rộng với cận vô hạn.  
B. Điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng. 

       Sau đây ta xét trường hợp tích phân suy rộng  


a

dxxf )(  với 0)( xf . 

Các trường hợp tích phân suy rộng khác với )(xf  giữ nguyên dấu, chúng ta có thể 

suy diễn tương tự để nhận được các kết quả tương ứng. 

Đặt                                  
A

a

dxxfA )()(  

Vì 0)( xf  trên   ,a , chứng tỏ )(A  đơn điệu tăng trên  ,a . Từ định lí về   

giới hạn của hàm đơn điệu (Xem mục 2.2.2) ta suy ra: 

Định lí 4.18:  Cho hàm số 0)( xf và khả tích trên  , , a A A a   để tích phân suy                     

                      rộng  


a

dxxf )(  hội tụ, điều kiện cần và đủ là tồn tại L  sao cho    

                                                 ALA    ,  )(   
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Định lí 4.19:   Cho các hàm số ( ),  ( )f x g x  khả tích trên   aAAa    ,   ,   

                       và abxxgxf    ,  )()(0  khi đó 

                       Nếu  


a

dxxg )(  hội tụ thì  


a

dxxf )(  hội tụ. 

                       Nếu  


a

dxxf )(  phân kỳ thì  


a

dxxg )(  phân kỳ. 

Chứng minh: 

           Ta có thể biểu diễn            



b

b

aa

dxxfdxxfdxxf )()()(  

           Như vậy sự hội tụ hay phân kỳ của tích phân suy rộng 


a

dxxf )(  là đồng thời với sự   

hội tụ hay phân kỳ của tích phân suy rộng 


b

dxxf )( . 

            Nếu 


a

dxxg )(  hội tụ 



b

dxxg )(  hội tụ, theo định lí 1 suy ra  
A

b

ALdxxg   ,  )( .   

            Theo tính chất của tích phân xác định sẽ có  

                               A  ,    Ldxxgdxxf
A

b

A

b

)()( . Chứng tỏ  


b

dxxf )(  hội tụ  

           Nếu  


b

dxxf )(  phân kỳ 
A

b

dxxf )(  không bị chặn, nghĩa là  

               00,   ,M A b      sao cho  
000

)()()(
A

b

A

b

A

b

MdxxfdxxgMdxxf  

         Chứng tỏ 
A

b

dxxg )(  không bị chặn theo định lí 4.19 suy ra 


b

dxxg )(  phân kỳ. 

Định lí 4.20:  Cho các hàm số )(),( xgxf  không âm và khả tích trên   aAAa   ,  , . 

                      Khi đó: 

                 1. Nếu *( )
lim    ,   

( )x

f x
l l

g x 
   thì các tích phân suy rộng  



a

dxxf )(  và 


a

dxxg )(    

                     cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ. 

                 2. Nếu  0
)(

)(
lim 

 xg

xf
x

 và  


a

dxxg )( hội tụ thì  


a

dxxf )(  hội tụ            

                 3. Nếu  
 )(

)(
lim

xg

xf
x

 và 


a

dxxg )(  phân kỳ thì  


a

dxxf )(  phân kỳ.  

Chứng minh:  
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1.  Theo định nghĩa, ta có ( 0) 
( )

   ( 0) ( )
( )

f x
b x b l l

g x
             

             Vì )()()()()(0)( xglxfxglxg    

     Lấy 0   sao cho 0 cl  . Theo định lí 4.19: Nếu 


a

dxxf )(  hội tụ thì   

             



a

dxxgl )()(   hội tụ. Từ đó ( )
a

g x dx


  hội tụ.. 

      Tương tự: 


a

dxxg )(  hội tụ 



a

dxxgl )()(   hội tụ 



a

dxxf )(  hội tụ.. 

2.  Lấy 1,   ( 0)  ( 0 ( ) ( ) ( ))b x b f x g x g x           

            Theo định lí 4.19 chứng tỏ  


a

dxxf )(  hội tụ.   

3.  
( )

( 0) ( 0) ( )
( )

f x
M b x b M

g x
        , Lấy 1M  thì )()( xgxf  , Theo định 

lí    

            4.19 suy ra  


a

dxxf )(  phân kỳ. 

Hệ quả 1:  Giả sử với x  đủ lớn hàm số )(xf có dạng 0)(0
)(

)(  xhk
x

xh
xf

k
   ,      ,   .    

                 Khi đó:    Nếu 1k  và  ch0  thì 


a

dxxf )(  hội tụ,( onstc c ). 

                                Nếu 1k  và 0)(  cxh  thì  


a

dxxf )(  phân kỳ.                              

Hệ quả 2:  Nếu 0)( xf  và là VCB bậc k so với VCB  
x

1
 tại   thì 



a

dxxf )(  

                   hội tụ khi 1k  và phân kỳ khi 1k  
Hệ quả 1 được suy ra trực tiếp từ định lí 4.19 và ví dụ 4.36.d. 

            Hệ quả 2 được suy ra trực tiếp từ định lí 4.20 và ví dụ 4.36.d. 
 
Ví dụ 4.37:  Xét sự hội tụ, phân kỳ của các tích phân sau. 

             a. 


0
2

2

3

1
dx

x

x
 ,          b. 



1
21 xx

dx
  ,           c. 

 

1
2

2

dx
x

e x

. 

Giải: 

a.  

3

2

12
2

1
: 1

1 x

x

x
x



 
    
 

 theo hệ quả 2, tích phân suy rộng phân kỳ. 
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b.  
22

1 1
: 1

1 xxx x 

 
 

 
, tích phân suy rộng hội tụ.  

c.  
2

2 2

1
: 0

x

x

e

x x





 
  

 
, theo định lí 3, tích phân suy rộng hội tụ. 

      Dưới đây ta sẽ đưa ra định lí tổng quát về điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng. 

Định lí 4.21:  Để tích phân suy rộng 


a

dxxf )(  hội tụ, điều kiện cần và đủ là: 

                     0 0 00  ,    ,  ( )   ( ' ( ') ( ) )A a A A A A A A               

                      hay       
'

)(
A

A

dxxf  

 Dựa vào tính chất của tích phân xác định. 

                               
''

)()(
A

A

A

A

dxxfdxxf  

             Ta nhận được hệ quả sau đây: 

Hệ quả 3:  Nếu  


a

dxxf )(  hội tụ thì  


a

dxxf )(  hội tụ. 

C. Sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ của tích phân suy rộng. 

1. Người ta nói rằng tích phân suy rộng 


a

dxxf )(  hội tụ tuyệt đối khi và chỉ khi tích 

phân suy rộng  


a

dxxf )(  hội tụ. 

2. Người ta nói rằng tích phân suy rộng 


a

dxxf )(  bán hội tụ khi và chỉ khi 


a

dxxf )(  

hội tụ và 


a

dxxf )(  phân kỳ. 

Định lí 4.22:  Nếu tích phân suy rộng 


a

dxxf )(  hội tụ tuyệt đối và hàm số )(xg  bị chặn        

                       trên  ,a  thì 


a

dxxgxf )()(  hội tụ tuyệt đối  

Chứng minh: 

Giả sử    ,)( axMxg   ,  , ta có 



aa

dxxfMdxxgxf )()().(  
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 Từ định lí 4.19 ta suy ra 


a

dxxgxf )().(  hội tụ. Theo định nghĩa chứng tỏ 


a

dxxgxf )().(  hội 

tụ tuyệt đối. 
Ví dụ 4.38:  Xét sự hội tụ của các tích phân suy rộng: 

            a.  *
2 2

0

cos
,  ,  

x
dx k

k x

 


 
   ,     b.  



0
2 1xe

xdx
,       c.  



1
2 1

ln
dx

xx

x
. 

Giải:  

a.  Nhận xét 
2 2 2

1 1
cos 1,  ;   ~x x

k x x
  


 khi x  

Vậy 


0
22

cos
dx

xk

x
 hội tụ tuyệt đối.  

b.  Ta biểu diễn:       0    ,
111 2

0
2

0
2













a
e

xdx

e

xdx

e

xdx

a
x

a

xx
 

            Vì       ;0

2

1
2

lim
1

lim
2020





 

x

e

x

e

x
xxxx

 ta suy ra tích phân thứ nhất hội tụ (đó là 

tích phân xác định vì hàm dưới dấu tích phân khả tích).  

Ta lấy 1 , nhận được  0
1

1
:

1 2

1

2









xx e

x

xe

x 

  khi x .                                    

             Do 


a x

dx
  hội tụ, 0a  suy ra tích phân suy rộng đã cho hội tụ. 

c. Tương tự như trên, nhận thấy 0
1

11
lim

1

1
lim

1

ln
lim

12121











  x

x

xxx

x

xx

x
xxx

                                                   

            Ta có 








 a

a

dx
xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x

1

ln

1

ln

1

ln
2

1
2

1
2

 

   Tích phân thứ nhất hội tụ (tồn tại ) vì hàm dưới dấu tích phân khả tích 

trên   1,1 aa   ,                 

              Lấy 21    nhận được  0
1

1

1
.

ln1
:

1

ln

2

22








x

x

x

xxx

x
  khi x .      

             Mà 


a x

dx
  hội tụ 0a  ,  suy ra tích phân đã cho hội tụ. 

4.5.2. Tích phân suy rộng với hàm dưới dấu tích phân có cực điểm. 
A. Định nghĩa: 
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1.  Cho :  ( , )f a b   trừ ra 0x . Ta nói rằng ),(0 bax   là cực điểm của f khi và chỉ khi 




)(lim
0

xf
xx

. Hàm số có cực điểm tại a  hoặc b  khi và chỉ khi  )(af  hoặc  )(bf  

2.  Cho  :  ,   ( )f a b f b  , khả tích trên  , ,  0a b      đủ bé.  

     a. Tích phân suy rộng của f  trên  ba, , được kí hiệu là 
b

a

dxxf )( .  

     b. Ta nói rằng tích phân suy rộng hội tụ về I   khi và chỉ khi                                                                                                               

                                      Idxxf
b

a









)(lim

0
, và kí hiệu  

b

a

dxxfI )(                         (4.41)       

     c. Nếu không tồn tại giới hạn trên (không có I  hoặc I ) thì người ta nói rằng tích  

        phân suy rộng 
b

a

dxxf )(  phân kỳ. 

3.  Cho   : ,   ( )f a b f a   khả tích trên  ba ,                                                

     a. Người ta nói rằng tích phân suy rộng 
b

a

dxxf )(  hội tụ về J  khi và chỉ khi  

                                        Jdxxf
b

a








)(lim

0
  (hữu hạn). 

     b. Nếu không tồn tại J  thì nói rằng tích phân suy rộng phân kỳ. 

4.  Cho    0 0: , \ ,  f a b x x  là cực điểm của f  

     a.  Ta nói rằng tích phân suy rộng  
b

a

dxxf )(  hội tụ khi và chỉ khi các tích phân suy rộng   

                      
0

)(
x

a

dxxf  và 
b

x

dxxf
0

)(  cùng hội tụ, Khi đó ta có thể biểu diễn: 

                                        
b

x

x

a

b

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()(  

     b. Tích phân suy rộng  
b

a

dxxf )(  được gọi là phân kì nếu nó không hội tụ. 

Chú ý:  Nếu hàm )(xf  liên tục trên  ba,  trừ ra các cực điểm của nó và có nguyên hàm   

là )(xF , ta có thể dùng công thức Newton- Leibnitz và kí hiệu: 

                    )()(lim)(
0

aFbFdxxf
b

a


 


 hoặc 

0
( ) ( ) lim ( )

b

a

f x dx F b F a





    

Ví dụ 4.39:  Xét sự tồn tại của các tích phân suy rộng sau: 

a.   
 

1

1
21 x

dx
  ;                            b.     ,  

( )

b

a

dx

x a   
   

Giải: 
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a.  Hàm dưới dấu tích phân có cực điểm là  1  

                     

             
1 1

2 2 2
1 1

,  ( 1,1)
1 1 1

a

a

dx dx dx
a

x x x 

    
  

    

                                         
1 1

arcsin lim arcsin lim arcsin arcsin
x x

a x x a 
  

     . 

b.  Hàm dưới dấu tích phân có cực điểm là a  

                          
1

ln( )                khi 1

1 1( ) .    khi 1
1 ( )

b
ab

b
a a

x a
dx

x a
x a







 

  


    

  

             Vì   
1

0   khi  11
lim ln( ) ,      lim

  khi  1( )x a x a
x a

x a 


   


      

 
 

 

Suy ra tích phân đã cho hội tụ với 1  và phân kỳ với 1 . 
B. Điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng. 

Chúng ta giới hạn trường hợp )(xf  giữ nguyên dấu trên ),( ba .  

            Giả sử   0)( xf  trên  ba,  và  )(bf  Ta đặt  






b

a

dxxf )()(  

            Rõ ràng )(  là hàm số giảm ở lân cận bên phải của điểm 0. Từ định lí về giới hạn 

của hàm đơn điệu, chúng ta nhận được định lí sau đây: 

Định lí 4.23:  Để tich phân suy rộng 
b

a

dxxf )(  hội tụ, điều kiện cần và đủ là )(   

                      bị chặn ở lân cận bên phải điểm 0 , tức là 0)(     ,  L  

            Các định lí so sánh ở mục 4.5.1 hoàn toàn đúng cho các trường hợp tích phân suy rộng   
với hàm dưới dấu tích phân có cực điểm. Các hệ quả tương tự với hệ quả 1,2 sẽ là: 
Hệ quả 1’:  Giả sử với x  đủ gần b  và )( bx   hàm số )(xf  có dạng  

                    0)(0
)(

)(
)( 


 xgk

xb

xg
xf

k
   ,      ,   , khi đó: 

                  Nếu 1k  và  cxg )(0  thì 
b

a

dxxf )(  hội tụ. 

                   Nếu 1k  và 0)(  cxg  thì 
b

a

dxxf )(  phân kỳ (trong đó c  là hằng số)                  

Hệ quả 2’:  Nếu 0)( xf  và là VCL bậc k  so với VCL  
xb 

1
 tại b  thì  

                       
b

a

dxxf )(  hội tụ khi 1k  và phân kỳ khi 1k . 

Ví dụ 4.50:   Xét sự hội tụ của các tích phân suy rộng sau: 
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a.  1
)1)(1(

1

0
222




 k
xkx

dx
 , ;     b.  

1

0 ln x

dx
.    c.  

0

 , 0
2cos cos

d  
 

 
  

 

d.   

1

0
3 )( xx eex

dx
  ;                        e.  




0

1 dxex xp  .   

Giải: 

a. Hàm dưới dấu tích phân có một cực điểm 1x , là VCL cấp 
2

1
 so với VCL 

x1

1
 

tại  1x . Vậy tích phân suy rộng hội tụ. 

b. 
1

0 ln x

dx
.       Vì 0

ln

1
lim

0


 xx
, vậy hàm 

xln

1
  có cực điểm tại 1x                                                              

    
1

1 1
: 1

ln 1 xx x 

   
, theo hệ quả 2’, tích phân suy rộng phân kỳ. 

c.  
0

,  0 ,  
2cos cos

d    
 

  
  là cực điểm 

            Nhận xét 
2

sin
2

sin2
2

sin
2

sin2coscos
 




  

            
1 1 12:

cos cos sinsin sin
2 2

 

 

       



 
  

 

            Vậy tích phân hội tụ. 

d.  0
)(

1

0
3




 
x

eex

dx
xx

   ,     là cực điểm. 

            3

2
332 .2~)()(2 xeexxoxee xxxx    khi 0x  

             Theo hệ quả 2’, tích phân suy rộng hội tụ. 

e.  





 
1

1
1

0

1

0

1 dxexdxexdxex xpxpxp  

             Xét  
1

0

1 dxex xp ,  Nếu 1p  ta nhận được tích phân thông thường.  

             Nếu 1p , nhận được tích phân suy rộng với hàm dưới dấu tích phân có cực điểm tại  

0x  

             Ta nhận thấy 1
1 0

1
: 1p x x

p x
x e e

x
  

 

    
 

, theo hệ quả 2’ tích phân suy rộng hội tụ khi  

11  p  hay 0p  
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 Xét tích phân 




1

1 dxex xp . Ta nhận thấy  1 1
2

1
: 0,   p x p x

x
x e x e p

x
   



     
 

 

             Vậy tích phân suy rộng hội tụ khi 0p . 

Chú ý: 
a. Tích phân suy rộng có các tính chất tương tự như tích phân xác định  
b. Để tính tích phân suy rộng (trường hợp tích phân suy rộng hội tụ), người ta cũng 

thường sử dụng hai phương pháp cơ bản: Đổi biến số và tích phân từng phần. Sau đây, ta đưa 
ra một số ví dụ về tích phân suy rộng thường đề cập đến trong các lĩnh vực kỹ thuật. 

Ví dụ 4.41:  Tính tích phân sau 
2

0

sinln



xdxE  ( được gọi là tích phân Euler ) 

Giải:     Sự hội tụ của tích phân có thể suy ra bằng cách so sánh với 10
2

0

 



   ,  
x

dx
 

             Ta đặt tx 2  

                     
4

0

4

0

4

0

cosln2sinln22ln
2

2sinln2




tdttdttdtE  

             Xét   
4

0

cosln



tdt , đặt 


2
t     nhận được   

2

4

4

0

sinlncosln







dtdt  

             Từ đó suy ra 2ln
2

22ln
2


 EEE  

Ví dụ 4.42   Tính tích phân sau, được gọi là tích phân Euler-Poisson.  



0

2

dxeI x  

 Giải: 

Sự hội tụ có thể thấy được khi để ý rằng: 1x  có xx ee  
2

 mà 




0

dxe x   hội tụ 

Ta nhận thấy hàm số tetxg  )1()(  đạt giá trị lớn nhất khi 0t  và 

1)0(max  gg . Vậy 0t  có 1)1(  tet  

            Thay 2xt   ta nhận được  

              
2

2

2

2

1

1
1

1)1(

1)1( 2

2

2

x
ex

ex

ex x

x

x












 


 

           Với  10  x  có  nnx xe )1( 22

  

                      x   có  
n

nx

x
e

)1(

1
2

2
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Từ đó       







0
2

0

1

0

1

0

2

)1(
)1(

22

n
nxnxn

x

dx
dxedxedxx  

      Thực hiện phép đổi biến  xnu   để tính tích phân ở giữa 

                            
n

I
due

n
dxe unx  







00

22 1
 

Thực hiện phép đổi biến  tx cos để tính tích phân bên trái 

                           
!)!12(

!)!2(
sin)1(

2

0

12
1

0

2


  

n

n
tdtdxx nn



 

     Thực hiện phép đổi biến  gtx cot để tính tích phân bên phải                      

                           .
2

.
!)!22(

!)!32(
sin

)1(

2

0

22

0
2








  



n

n
tdt

x

dx n
n

 

            Thay các tích phân đã tính vào bất đẳng thức trên, nhận được  

                            
2

.
!)!22(

!)!32(

!)!12(

!)!2( 




 n

n
nI

n

n
n  

      Bình phương các vế bất đẳng thức kép trên. 

                            
4

)12.(
!)!22(

!)!32(

1212

1

!)!12(

!)!2(

12

22

2

2


























n
n

n

n

n
I

nn

n

n

n
 

      Theo công thức Wallis (Xem ví dụ 6 mục 4.2.2) 

                           
12

1
.

!)!12(

!)!2(
lim

2

2












 nn

n
n


 

      Suy ra     
24

2 
 II  

Ví dụ 4.43:   Tính  





0
41 x

dx
J  

Giải: 

         Đặt  











0
4

2

0
4

2

0
4 111

1

x

dxx

t

dtt

x

dx
J

t
x  

                      










 






0

2
2

2

0
4

2

1

1
1

2

1

1

1
2

x
x

dx
x

Jdx
x

x
J  

          Tiếp tục đặt  
x

xz
1

 , ta nhận được   
2

1 1
arctg

2 2 2 2 2 2 2

dz z
J

z
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TÓM TẮT NỘI DUNG CHƯƠNG IV 
  Định nghĩa tích phân xác định 

                                          
1

0
0

( ) lim ( )
b n

i i
ia

f x dx f x I








                                                                      

I  không phụ thuộc vào bất cứ một phân hoạch nào của  ba,  và cũng không phụ thuộc vào 

bất kỳ một cách chọn nào ứng với một phân hoạch đã định.Trong kí hiệu trên:  là dấu lấy  

tích phân, 
b

a

là lấy tích phân từ a đến b, a là cận dưới, b là cận trên của tích phân, x là biến 

lấy tích phân,  f x  là hàm dưới dấu tích phân, dx  là vi phân của biến lấy tích phân. 

                                           
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(  ,    
a

a

dxxf 0)(       

  Điều kiện tồn tại 
A. Điều kiện cần 
           Nếu f khả tích tích trên [a,b] thì f bị chặn trong [a,b]. 

B. Điều kiện đủ 
1.  Nếu )(xf liên tục trên [a,b] thì khả tích trên đoạn đó 

            2.  Nếu )(xf đơn điệu và bị chặn trên [a,b] thì khả tích trên đoạn đó. 

            3.  Nếu )(xf liên tục từng khúc trên [a,b] thì khả tích trên đoạn đó.   

            4.  Nếu )(xf bị chặn và chỉ có hữu hạn điểm gián đoạn thì )(xf khả tích trên  [a,b] 

            5. Nếu )(xf khả tích trên [a,b] thì ( ) ,   . ( ),( )f x k f x k const cũng khả tích trên [a,b]. 

            6.  Nếu gf ,  khả tích trên [a,b] thì tổng, hiệu, tích của chúng cũng khả tích trên [a,b] 

            7.  Nếu f khả tích trên [a,b] thì hàm số đó khả tích trên mọi đoạn    ba,,  .  

                Ngược lại nếu [a,b] tách ra thành một số đoạn, trên mỗi đoạn đó hàm khả tích thì     
               f  khả tích trên [a,b]. 

  Các tính chất của tích phân xác định. 

1.   
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  với ),( bac  

2.   
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(   

3.     
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

4.  Nếu 0)( xf trên [a,b] thì   0)( 
b

a

dxxf  

5.  Nếu  baxxgxf ,),()(   thì   
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  
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            6.  Nếu 0f  trên [a,b], f liên tục tại  bax ,0   và 0)( 0 xf  khi đó  
b

a

dxxf 0)(  

7.   
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

8.  Nếu  baxMxfm ,,)(   thì  )()()( abMdxxfabm
b

a

   

 Đặt 


b

a

dxxf
ab

)(
1

 . Gọi   là giá trị trung bình của f  trên [a,b], khi đó ta có  

                                                     )()( abdxxf
b

a

   

      Nếu )(xf liên tục trên [a,b] sẽ tồn tại  bac , sao cho )(cf . 

                                
b

a

abcfdxxf ))(()(                                                       

9.  Cho gf , khả tích trên [a,b], a < b, 0)( xg hoặc 0)( xg  trên [a,b]khi đó  

                          
b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()().(  . Trong đó   MxfmMm  )(,                   

 Nếu thêm điều kiện )(xf liên tục thì tồn tại  bac ,  thỏa mãn hệ thức  

                                
b

a

b

a

dxxgcfdxxgxf )()()().(                             

  Công thức Newton-Leibnitz 
A. Hàm tích phân của cận trên 

                                         
x

x

dttfx
0

)()(                                                     

được gọi là hàm tích phân của cận trên hay tích phân của hàm )(xf  theo cận trên.  

1.  Nếu )(xf  khả tích trên [a,b] thì )(x là hàm liên tục trên [a,b] 

2.  Nếu )(xf  liên tục trên [a,b] thì )(x  khả vi trên [a,b] và có      

                                     baxxfx ,,)()('  .        

B. Nguyên hàm của hàm số và tích phân bất định 
Cho , :  Xf F  . Gọi F  là một nguyên hàm của f  trên X  nếu   

                             XxxfxF    ,  )()(' . 

Nếu )(xf  liên tục trên X  thì sẽ có nguyên hàm trên X  và nếu )(xF  là một nguyên 

hàm thì tập hợp các nguyên hàm của f  là  ( )   ,  F x C C   

Tập hợp các nguyên hàm của )(xf trên X  được gọi là tích phân bất định của )(xf ,  

và kí hiệu là  dxxf )( . Vậy  

               CxFdxxf  )()( , trong đó )(xF  là một nguyên hàm của )(xf trên X . 



                                              Chương 4: Phép tính tích phân 

 208

      
 
C. Công thức Newton-Leibnitz 

Nếu )(xf liên tục trên [a,b] có một nguyên hàm là )(xF  trên [a,b] thì 

                                )()()( aFbFdxxf
b

a

                                            

  Hai phương pháp cơ bản tính tích phân xác định. 
A. Phép đổi biến. 

 1.            Nếu     :  [ , ]          thuộc lớp C1 trên ],[   

                                       :  [ , ]f a b         thuộc lớp C0 trên [a,b] 

                             và       ].,[]),([ ba  Khi đó: 

                                                                     
)(

)(

' )().()).((








 dxxfdtttf      

      
2,             Nếu    :  [ , ]            đơn điệu và thuộc lớp C1 trên ],[   

                                      :  [ , ]f a b          f C0 trên [a,b] 

                            với )(xt   mà 0,)()( Cgdttgdxxf   trên )](),([ ba  . Khi đó:     

                                                                      
b

a

b

a

dttgdxxf
)(

)(

)()(




          

B. Phép tích phân từng phần. 
                         Nếu , :  [ , ]u v a b    và   vu, C1 trên [a,b] thì: 

                                     
b

a

b

a

b
a dxxvxuxvxudxxvxu )(').()().()().('       

  Hai phương pháp cơ bản tính tích phân bất định. 
A. Phương pháp tích phân từng phần. 

 Cho 1, Cvu   trên X  khi đó  

                               )()()().()()( xduxvxvxuxdvxu                                                  

B. Phương pháp đổi biến số. 

 Đặt )(tx  , với   đơn điệu và 1C  trên Y  khi đó  

                              
)(1)(')()(

xt
dtttfdxxf  


                                                 

      Đặt )(xt   khi đó dttgdxxf )()(   

                             )()()( xtdttgdxxf                                                               

  Cách tính tích phân bất định của các hàm số hữu tỉ. 

          1. Nếu hàm hữu tỉ có dạng  1 ( )
( )   ,  \ 0,1

( )

n
n

n

P x
f x x n

Q x
  , bằng cách đổi biến nxt                                                                            

                                  dt
tQ

tP

n
dxxf

)(

)(1
)(    

            Như vậy ta đã hạ thấp bậc của các đa thức của hàm hữu tỉ f        
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2. Mọi hàm hữu tỉ (đôi khi gọi là phân thức hữu tỉ) không thực sự đều phân tích thành   

              tổng của một đa thức và một phân thức hữu tỉ thực sự. 
A. Tích phân các phân thức tối giản loại thứ nhất.    

              ,  
( )n

dx
I a

x a
 

   

B. Tích phân các phân thức tối giản loại thứ hai. 

                       
2

  ,  , , ,  ,  
( )n

x
I dx a b c

ax bx c

   
 

    và 2 *4 0,  b ac n    

C. Hàm hữu tỉ đối với sin và côsin. 

  Trường hợp tổng quát:  dxxxR )cos,(sin  được tính nhờ các phép đổi biến tương ứng  

                        tgxtxtxt
x

tgt    ,    ,    ,  sincos
2

 

  Trường hợp đặc biệt: (sin ,cos ) sin .cos   ,   ,m nR x x x x m n   

       Nếu m  lẻ thì đổi biến xt cos  
       Nếu n  lẻ thì đổi biến xt sin  
       Nếu nm,  chẵn và không cùng dương thì đổi biến tgxt   

       Nếu nm,  chẵn và cùng dương thì tuyến tính hoá sau đó tính nguyên hàm. 

 D. Hàm hữu tỉ đối với shx  và chx . 

Để tính   dxchxshxR ),(  ta có thể dùng các phép đổi biến:  

                       thxtshxtchxt
x

tht    ,    ,    ,  
2

 

E. Hàm hữu tỉ đối với ,   xe   .  

Xét   dxefI x )(  , trong đó )(xf  là hàm hữu tỉ. Thực hiện phép đổi biến   

                           dxedtet xx     ,  , khi đó         dt
t

tf
I 

)(1


 

F. Hàm hữu tỉ đối với x và n

dcx

bax




 

Xét   













 dx
dcx

bax
xRI n,   trong đó ),( yxR  là hàm hữu tỉ của hai biến yx,      

            n

dcx

bax
y




  , bcad  , dy
cya

bcadny
y

cya

bdy
RdxyxR

n

n

n

n

2

1

)(

)(
,),(


















 dyyf )(                 

  Một số ứng dụng của tích phân xác định. 
1.Tính diện tích hình phẳng. 
A. Miền phẳng giới hạn bởi các đường cong trong toạ độ Descartes. 
    Giả sử miền phẳng D giới hạn bởi các đường: 

             ,    ,  ( )  ,  0  ,  ( )x a x b a b y y f x         khi đó   ( )
b

a

S f x dx     

    Tổng quát, giả sử miền phẳng D giới hạn bởi các đường: 
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)()()( 21 xfyxfybabxax    ,    ,    ,    ,   khi đó   
b

a

dxxfxfS )()( 21                                                                 

Tương tự nếu D giới hạn bởi các đường: 

            )()()( 21 ygxygxdcdycy    ,    ,    ,    ,   khi đó   
d

c

dyygygS )()( 21                                                                                   

B. Miền phẳng D giới hạn bởi đường cong cho dưới dạng tham số: 
Giả sử miền D giới hạn bởi đường cong cho bởi phương trình 

                             
( )

,
( )

x x t

y y t


 

   10 ttt     . Khi đó 
1

0

)().( ,
t

t

dttxtyS                                                                        

C. Miền phẳng D giới hạn bởi đường cong có phương trình cho dưới dạng toạ  
        độ cực. 

Giả sử miền D giới hạn bởi đường cong cho bởi phương trình                     

                    ( ),   r r         . Khi đó  21
( )

2
S r d





              

2. Tính độ dài đường cong phẳng. 
A. Phương trình cho trong hệ toạ độ Descartes vuông góc.    

Giả sử đường cong AB  cho bởi phương trình  

                                 ( ),   , ( ) ,  , ( )y f x A a f a B b f b  

                                            dxxfl
b

a
  )('1 2                                                                                                                            

          B. Phương trình cho trong dạng tham số.                              

                             0 1

( )
,   

( )

x t
t t t

y t





  

 ,  1, C  trên  0 1,t t                           

                              dtttl
t

t
 
1

0

)(')(' 22   ,     
1

0

)()()(
2,2,2,

t

t

dttztytxl                                                          

         C. Phương trình cho trong dạng toạ độ cực.                    
                                        ,    )(rr                   

                               




 drrl )()(
2,2                                

3. Tính thể tích vật thể. 
A.  Công thức tổng quát. 

                                          
b

a

dxxSV )(                                                                                   

B.  Công thức tính thể tích vật thể tròn xoay  

                                         
b

a

dxxfV )(2   (quay trục Ox) 
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                    2
b

a

V x f x dx    (quay quanh trục Oy)                                                                                          

4.  Tính diện tích mặt tròn xoay. 

A.  Cung AB cho bởi phương trình ( )  ,  y f x a x b                        

                         22 1 ' ( )
b

a

S f x f x dx   (quay quanh trục Ox)                                         

                       22 1 ' ( )
b

a

S x f x dx       (quay quanh trục Oy)                                            

 B.  Cung AB cho bởi phương trình tham số  

                             
( )

( )

x x t

y y t


 

    ,     10 ttt   

                   
1

0

2 22 ' ( ) ' ( )
t

t

S y t x t y t dt  ( quay quanh Ox)                                                                        

                   
1

0

2 22 ' ( ) ' ( )
t

t

S x t x t y t dt  (quay quanh Oy)                                   

 C.  Cung AB cho bởi phương trình trong hệ toạ độ cực  
                                    ,    )(rr  

                             




 drrrS )(')(sin)(2 22                                    

  Tích phân suy rộng với cận vô hạn. 
   A. Định nghĩa: 

     1.             Idxxf
A

a
A


)(lim   và kí hiệu Idxxf

a




)(                                

      Nếu I  không tồn tại hoặc I , thì nói rằng tích phân suy rộng 


a

dxxf )(  phân kỳ.   

       2.              





aa

B
B

dxxfJdxxf )()(lim                                                       

Nếu J  không tồn tại hoặc J , thì nói rằng tích phân suy rộng 


a

dxxf )(  phân kỳ. 

      3.              ( ) ( ) ( )   ,  
a

a

f x dx f x dx f x dx a
 

 

                                     

 B. Điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng. 

Sau đây ta xét trường hợp tích phân suy rộng  


a

dxxf )(  với  

          
A

a

dxxfA )()(  
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 1.  Cho hàm số 0)( xf và khả tích trên  , , a A A a   để tích phân suy   

                 rộng 


a

dxxf )(  hội tụ, điều kiện cần và đủ là tồn tại L  sao cho ( ) ,  A L A      

     2.  Cho các hàm số ( ),  ( )f x g x  khả tích trên   aAAa    ,   ,   

                  và abxxgxf    ,  )()(0  khi đó 

            Nếu 


a

dxxg )(  hội tụ thì 


a

dxxf )(  hội tụ.  Nếu 


a

dxxf )(  phân kỳ thì 


a

dxxg )(  phân kỳ                     

     3.  Cho các hàm số )(),( xgxf  không âm và khả tích trên   aAAa   ,  , .Khi đó: 

                 a.    Nếu *

)(

)(
lim 

 Rll
xg

xf
x

   ,    thì các tích phân suy rộng  


a

dxxf )(  và 


a

dxxg )(    

                        cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ. 

                  b.    Nếu  0
)(

)(
lim 

 xg

xf
x

 và  


a

dxxg )( hội tụ thì  


a

dxxf )(  hội tụ  

                  c.    Nếu  
 )(

)(
lim

xg

xf
x

 và 


a

dxxg )(  phân kỳ thì  


a

dxxf )(  phân kỳ  

     4.  Giả sử với x  đủ lớn hàm số )(xf có dạng
( )

( ) ,  0,  ( ) 0
k

h x
f x k h x

x
   .    

                 Khi đó:  Nếu 1k  và  ch0  thì 


a

dxxf )(  hội tụ, ( onstc c ). 

                               Nếu 1k  và 0)(  cxh  thì  


a

dxxf )(  phân kì, 

    5.  Nếu 0)( xf  và là VCB bậc k so với VCB  
x

1
 tại   thì 



a

dxxf )(  

                   hội tụ khi 1k  và phân kỳ khi 1k  

     6.  Để tích phân suy rộng 


a

dxxf )(  hội tụ, điều kiện cần và đủ là  

                    0 0 0( 0) ( ) ( , ' ( ') ( ) )A a A A A A A A               hay  
'

)(
A

A

dxxf                       

   7.   Nếu  


a

dxxf )(  hội tụ thì  


a

dxxf )(  hội tụ. 

C. Sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ của tích phân suy rộng. 

Nếu tích phân suy rộng 


a

dxxf )(  hội tụ tuyệt đối và hàm số )(xg  bị chặn   

             trên  ,a  thì 


a

dxxgxf )()(  hội tụ tuyệt đối  
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  Tích phân suy rộng với hàm dưới dấu tích phân có cực điểm. 
A. Định nghĩa:                                                                                                                                                                                            

 

1.        Idxxf
b

a









)(lim

0
, và kí hiệu  

b

a

dxxfI )(                            

     ` Nếu không tồn tại giới hạn trên (không có I  hoặc I ) thì người ta nói rằng tích  

               phân suy rộng 
b

a

dxxf )(  phân kỳ. 

      2.        Jdxxf
b

a








)(lim

0
  (hữu hạn). 

               Nếu không tồn tại J  thì nói rằng tích phân suy rộng phân kỳ. 

      3.         
b

x

x

a

b

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()(   

B. Điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng. 
Chúng ta giới hạn trường hợp )(xf  giữ nguyên dấu trên ),( ba .  

      Giả sử   0)( xf  trên  ba,  và  )(bf  Ta đặt  






b

a

dxxf )()(  

     1.   Để tich phân suy rộng 
b

a

dxxf )(  hội tụ, điều kiện cần và đủ là )(   

                  bị chặn ở lân cận bên phải điểm 0 , tức là 0)(     ,  L  

     2.  Giả sử với x  đủ gần b  và )( bx   hàm số )(xf  có dạng        

                                        0)(0
)(

)(
)( 


 xgk

xb

xg
xf

k
   ,      ,   , khi đó: 

                  Nếu 1k  và  cxg )(0  thì 
b

a

dxxf )(  hội tụ. 

                  Nếu 1k  và 0)(  cxg  thì 
b

a

dxxf )(  phân kỳ (trong đó c  là hằng số)                  

 3.  Nếu 0)( xf  và là VCL bậc k  so với VCL  
xb 

1
 tại b  thì  

                                      
b

a

dxxf )(  hội tụ khi 1k  và phân kỳ khi 1k . 
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BÀI TẬP CHƯƠNG IV 
 
4.1.  Biến đổi về các tích phân đơn giản để tính các tích phân sau: 

      a.   











dx
x

a
a

x
x

3
1 ,        b.   

dx
x

x
2

4

1
,              c.   dxba xx  . ,                

     d.    bxax

dx
 ,    e.  

110

4

x

dxx
 ,              f.  


dx

x

xln1
, 

     g.  



dx

xx

x

12

23
3

2

,         h.    )ln1(cos2 xx

dx
,    i.  




dx

x

xx
21

arcsin2
, 

  

     j.    


dx
x

x

1

1
 ,                k.  

 22 )1( xx

dx
,      l. 




dx

x

xx
2

2

91

)3(arccos
, 

     m.    94 2x

dx
 ,                 n.    544 2 xx

dx
,         o.    dxxx 223 , 

  

     p.     dxxx 133 2 ,     q.  
 344 2 xx

dx
 ,      r.  . 

 2968 xx

dx
 

4.2.  Dùng phương pháp đổi biến để tính các tích phân sau: 

     a.    dxxx 52 ,           b.    dxxx 1025 )21( , 

     c.  
 21 xx

dx
, d.  

12xx

dx
, 

     e.    )1( xx

dx
,        f.   )ln(ln.ln xxx

dx
, 

    g.  
 53)2( 22 xx

xdx
,   h.   

dx
xx

x

49

6
. 

4.3.  Dùng phương pháp tích phân từng phần: 

    a.   dxxarctg ,                b.    dxx 2)(arcsin ,           c.   xshxdx , 

    d.   dxx 2)(ln  ,                   e.  dx
x

x
 2sin

 ,                  f.   
dx

x

x

1

arcsin
, 

    g.   dxx)cos(ln  ,               h.   dx
x

x
2

ln
 ,                     i.   dx

x

xx
3sin

cos
, 

    j.    







dx
x

x
2

ln
,                  k.   


dx

x

x
x

1

1
ln ,              l.    dxxarctg 12 , 

    m.  



2

2

1

)1ln(

x

dxxxx
,  n.   

dx
x

x
22

2

)1(
 ,             o.    222 )( xa

dx
, 
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       p.  


dx

x

xearctgx

2

3
2 )1(

,               q.   dx
x

x
2sin

)ln(sin
,               r.   

dx
x

x

2
2

arcsin
. 

4.4.  Tính tích phân các phân thức hữu tỉ: 

    a.   
dx

ax

x
22

4

,               b.   


dx
xx

xx

)1()1(

123
22

2

, 

    c.    22 )22( xx

xdx
, d.   


dx

x

x

1

1
4

2

, 

    e.   


dx
xx

x
224

2

)1(

1
, f.   

dx
x

dx

14
, 

    g.    210 )1(xx

dx
, h.   


dx

x

x

1

1
6

4

. 

4.5.  Tích phân các hàm vô tỉ: 

     a.   12xx

dx
,                   b.  

34
,  0,

( )

xdx
a

x a x



          c.    11 xx

dx
, 

  

    d.  
3 42 )1()1( xx

dx
,       e.  


dx

x

xx 222

,              f.  dx
x

x
 


1

1
. 

4.6.  Tích phân các hàm lượng giác: 

    a.   3 2sin.cos xx

dx
,             b.   dx

x

tgx

2sin
,                          c.  

2
cos

2
sin 3 xx

dx
,  

    d.   3 tgx

dx
 ,                        e.   

dx
xx

x

cos2sin

sin2

 ,              f.   
dx

xx

x
44 cossin

2cos
, 

    g.    222 )cos2(sin xx

dx
,    h.    )sin()sin( bxax

dx
,          i.    ax

dx

sinsin
.  

4.7.  Tích phân các hàm Hypevbolic: 

     a.   xdx2coth ,         b.   xdxshxshshx 3.2. , 

     c.    dxchx 1 , d.  


dx
xch

shx
2

21
. 

4.8.  Tính các tích phân sau: 

     a.   dxxx ,                  b.   dxxf )(   biết  











1  ,   1

1  ,  1
)(

3

xx

xx
xf  , 

     c.    dxx,1max ,            d.     dxxx 11 . 
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4.9.  Tìm công thức truy toán các tích phân sau: 
   

     a.  n
n Ixdx  ln       tính 2I , 

     b.    n
n Jxdxsin    tính 5J , 

     c.  n
n Kxdx cos    tính 7K , 

     d.   
 nn

L
ax

dx

)( 22
. 

4.10.  Tìm hàm )(xf  nếu biết: 

      a.  
2

3 1
)1('

x
xf  , 

      b.  








xx

x
xf

1   khi     

10   khi      1
)(ln' , 

      c.  xxf 42 cos)(sin'   và 0)0( f . 

4.11.  Tính các tích phân sau bằng định nghĩa: 

      a.  )1 , 0(   ,    mbadxx
b

a

m ,        b.  
2

0

sin



xdx , 

      c.  )0(   ,   
1

0

 adxa x  ,                           d.  )0(   ,   
ln

ba
x

xb

a

 . 

4.12.  Sử dụng công thức Newton-Leibnitz tính các tích phân sau: 

      a.  
 

2

3 4
dx

x

x
              b.   

2

0

1 dxx                        c.  )0,(   
sincos

2

0
2222


 ba

xbxa

dx


  

      d.  





1

1
2

)0(   ,   
1cos2


xxx

dx
   e. 




2

1

2

1
21 x

dx
     f.  

2 1

2 2
0

   ,   ( 0 , )

n
a

n

n

x dx
a n

a x



 


   

4.13.  Tính các tích phân sau bằng phép đổi biến: 

       a.   



0
2cos21

sin

x

xdxx
,               b.   

2ln

0

1dxex ,           c.   

1

0 )1(

arcsin
dx

xx

x
,  

       d.  


3

0 2

5
2 )3( x

dx
 ,                 e.   

1

2

1
4

2

1

1
dx

x

x
,              f.  



a

xax

dx

0
22

, 

       g.  


3

1

0
22 1)12( xx

dx
,     h.   

1

0

dx
ee

e
xx

x

,        i.  

2

0

a

dx
xa

x
. 
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4.14.  Chứng minh các đẳng thức sau:  

       a.    





1

1

1
22

)0(   ,   
11x

x

x
t

dt

t

dt
, 

       
     
 

      b.   





gx

e

tgx

e

tt

dt

t

tdt
cot

1
2

1
2

1
)1(1

, 

       c.  
4

arccosarcsin

22 cos

0

sin

0


 

xx

dttdtt . 

4.15.  Tính các tích phân sau bằng phương pháp tích phân từng phần: 

      a.  
2

1

)cos(ln



e

dxx , b.  
e

e

dxx
1

ln , 

      c.  
3

0
2cos

sin


dx
x

xx
, d.  

3

4

2sin



 x

xdx
. 

4.16.  Chứng minh rằng: 

       a.  
2

*

0

cos cos( 2) 0,  n x n xdx n



    ,       b.  
2

*

0

1
cos sin( 2) ,  

1
n x n xdx n

n



  
   

4.17.  Tính các tích phân sau bằng cách sử dụng hỗn hợp các phương pháp: 

       a.   

5 2

0
35

9

)1( x

dxx
,                    b.  



4 2

0 5

2
8

15

)1( x

dxx
,                   c.   

3

0

25 1 dxxx , 

       d.  
4

0
3cos

sin


dx
x

xx
 ,                   e.   

2

0 3cos2



x

dx
,                  f.   

5ln

0 3

1
dx

e

ee
x

xx

, 

       g.  


2

0
3)1(1 xx

dx
,      h.   

16

1

1dxxarctg ,         i.   

2

0
2222 sincos

cossin


xbxa

xdxx
.   

    
4.18.  Tìm các giới hạn sau: 

       a.  





 


 222

1
...

21
lim

n

n

nnn
,  

  

       b.  
n

nn

n

!
lim


, 
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        c.  


 

n

k
n kn1

224

1
lim , 

 

        d.  

















 )1(3
...

63
1

3
lim

nn

n

n

n

n

n

nn
, 

        e.   n
nn




...21
1

lim
3

, 

      

         f.  





n

k
n

n

kn 1 cos2

1
sinlim 


. 

4.19.  Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cong trong hệ toạ độ Descartes   
          vuông góc. 

       a.  22 xxy      và    0 yx ,   

       b.  xy 2   ,   2y    và    0x , 

       c.  0   ,   )( 2222  axaxy , 

       d. 
xa

x
y




2

3
2   và   0   ,   2  aax , 

       e. xey x sin    và   0   ,   0  xy , 

       f.  0x   và   )1(2  yyx , 

       g. 1
2

2

2

2


b

y

a

x
  và   1

2

2

2

2


a

y

b

x
. 

4.20.  Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cho bởi phương trình tham số. 

      a.  2 33 ,  3x t y t t   , 

      b.  
2 2

3 3 2 2 2cos ,   sin ,  
c c

x t y t c a b
a b

    , 

      c.  (2cos cos 2 ),   (2sin sin 2 )x a t t y a t t    . 

4.21.  Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cho trong toạ độ cực. 

      a.  2cos22 ar  ,              b.  122 r , 

      c.  5cosar   ,                 d.  ,  ,  
1 cos 4 2

p
r

  


  


. 

4.22.  Tính độ dài đường cong cho bởi phương trình. 

      a.  ln cos ,    \0 ,
2

y x x a


                  b.  

2
3

2
3 2 2 2

cos
,

sin ,   

c
x t

a

c
y t c a b

b





   

 

      c.  
(cos sin )

(sin cos ),    0 2

x a t t t

y a t t t t 
 

    
,       d.  ,   0 5.r r     
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4.23.  Tính thể tích của vật thể tròn xoay tạo ra khi quay các miền phẳng giới hạn bởi các   
          đường sau đây xung quanh trục tương ứng. 

       a.  

2

3
,   0 .

x
y b x a

a
    
 

   quanh trục Ox, 

       b.  sin ,    0,   0y x y x        quanh trục Oy, 

       c.  2 2 2( ) ,   0x y b a a b       quanh trục Ox, 

       d.  2 ,   4y x y     quanh đường  2x . 

 
4.24.  Tính diện tích mặt tròn xoay khi quay cung đường cong quanh trục tương ứng. 

       a.  33 0,   0y x x a         quanh trục Ox, 

       b.  ,   0
4

y tgx x


             quanh trục Ox, 

       c.  
( sin )

(1 cos ),    0 2

x a t t

y a t t 
 

    
  quanh trục Oy. 

4.25.  Tính các tích phân suy rộng sau:  

         a.  


2
21a xx

dx
,     b.  



0 2

3
2 )1(

dx

x

arctgx
, 

         c.  


0
31 x

dx
, d.  



2
2 1xx

dx
, 

         e.  




0

dxe x , f.  




0

3 2

dxex x , 

         g.  




0

dxex xn  ,                              h.  
 

0

dx
x

e x

, 

         i.  




0

2 2

dxex x ,   j.  
0

sin 2x
dx

x



 . 

          Biết  
2

0 2
xe dx


    và  

2

sin

0






dx
x

x
. 

4.26.  Xét sự hội tụ của các tích phân sau: 

       a.  
0

,   ( 0 , , ),
1

m

n

x
dx n m n

x



 
                    b.  


 

a

x adxex )0,,(      , 

       c.  


0
2 1xe

xdx
,          d.  



1
2 1

ln
dx

xx

x
,          e.  






1
33

2sin41
dx

xx

x
. 

4.27.  Tính các tích phân suy rộng. 

        a.   

3

1
2 34 xx

dx
, b.  

2

0

)ln(sin



dxx ,   
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        c.    
1

0

arcsin
dx

x

x
 ,                     d.  

2

0

cot



gxdxx , 

        e.  


1

0
21

ln
dx

x

x
, f.  

1

0

)1(
dx

x

x n

, 

        g.  


0

1
3

1

dx
x

e x

,       h.  


1

1
3

3 )2ln(
dx

x

x
. 

 
4.28.  Xét sự hội tụ của các tích phân sau: 

        a.   

1

0 cos xe

dx
x

 ,                           b.   

1

0 1xe

dx
,  

        c.  


0 sin x

dx
k

,     d.  
2

0 cossin



xx

dx
qp

, 

        e.  
1

0

1
ln dx

x
x qp  ,                          f.  



1

0
41

dx
x

x
. 
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CHƯƠNG V.  LÝ THUYẾT CHUỖI 

 

 

Quá trình tính toán gần đúng, cũng như việc đánh giá sai số chính xác hơn sẽ nhờ vào lí 

thuyết chuỗi. Đặc biệt các bài toán liên quan đến lĩnh vực truyền tin, một tín hiệu được phân tích 

thành các tín hiệu hình sin sẽ làm dễ đi quá trình xử lí là nhờ vào lí thuyết chuỗi Fourier. Trong 

chương này cần nắm vững các nội dung: điều kiện cần của chuỗi số hội tụ; các điều kiện dủ cho 

sự hội tụ của chuổi số dương, chuỗi số đan dấu, chuỗi số có dấu bất kì; qui tắc tìm miền hội tụ 

của chuỗi lũy thừa; các tính chất cơ bản của chuỗi lũy thừa; khái niệm về chuỗi Fourier và cách 

khai triển thành chuỗi Fourier… 

5.1. CHUỖI SỐ 

5.1.1. Các khái niệm chung. 

A. Định nghĩa chuỗi số và sự hội tụ của chuỗi số. 
1.  Cho dãy số thực  na ,  na   với mọi n             

 Người ta gọi ......21  naaa  là một chuỗi số thực  

Chuỗi số trên thường được kí hiệu gọn là  
1

n
n

a



                                          (5.1) 

Số thực ka  với k  xác định được gọi là số hạng thứ k  của chuỗi , với k  không xác định 

được gọi là số hạng tổng quát của chuỗi . Sau đây là một vài chuỗi số có dạng đặc biệt: 

      ...
1

)1(...
3

1

2

1
1

1
)1( 1

1

1  





nn

n

n

n    có số hạng tổng quát là 
n

n 1
)1( 1  

      ...)1(...1111)1( 1

1

1  




 n

n

n       có số hạng tổng quát là   1
1

n
  

      ...
2

1
...

8

1

4

1

2

1
1

2

1

0





k

k
k

  được gọi là chuỗi cấp số nhân có công bội là 
2

1
. 

       ...
1

...
2

1
1

1

1




 nnn

   được gọi là chuỗi điều hoà . 

       ...
1

...
3

1

2

1
1

1

1





 nnn

 được gọi là chuỗi Riemann với tham số  . 

      2.  Cho chuỗi số (5.1). Người ta gọi tổng riêng thứ n của chuỗi (5.1) là  

                                                 



n

i
in aS

1

            (5.2) 

 Nếu SSn
n




lim   (hữu hạn) thì ta nói rằng chuỗi số (5.1) hội tụ và có tổng là  S và kí   
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hiệu Sa
i

i 


1

. Nếu dãy tổng riêng  nS không hội tụ, người ta nói rằng chuỗi (5.1) phân kì . 

3.  Nếu chuỗi (5.1) hội tụ về S thì nn SSR   được gọi là phần dư thứ n của chuỗi. Theo 

định nghĩa trên, ta suy ra: để chuỗi (5.1) hội tụ về S thì cần và đủ là phần dư nR  hội tụ về 0. 

Ví dụ 5.1:   Xét sự hội tụ của chuỗi cấp số nhân với công bội q 

                                                0  ,  
0






aaq
k

k  

Giải:  

Ta tính được tổng riêng thứ ncủa chuỗi :  
1

.    khi  1
1

            khi  1

n

n

q
a q

S q

na q

 
 

 

 

     Bây giờ ta tìm n
n

S


lim  : 

     Nếu 1q  thì  
q

a
Sn

n 


 1
lim  

     Nếu 1q  thì   nS  không hội tụ. 

     Vậy chuỗi cấp số nhân có công bội q hội tụ khi và chỉ khi 1q . 

Ví dụ 5.2:   Xét sự hội tụ của chuỗi điều hoà   


1

1

n n
 

Giải: 

     Tổng riêng thứ n của chuỗi:       
n

Sn

1
...

2

1
1   

     Tổng riêng thứ 2n của chuỗi:    
nn

SS nn 2

1
...

1

1
2 


  

     Suy ra 
2

1

22

1
...

1

1
2 




n

n

nn
SS nn  .  Theo tính chất của dãy số hội tụ chứng tỏ  

 nS  không hội tụ . Vậy chuỗi điều hoà phân kì . 

Ví dụ 5.3:    Xét sự hội tụ của chuỗi  


 1 1
ln

n n

n
 

Giải: 

      






n

k

n

k
n kk

k

k
S

11

)1ln(ln
1

ln  

                 )1ln(ln...3ln2ln2ln1ln  nn )1ln(  n  

     


)1ln(limlim nS
n

n
n

   Vậy chuỗi phân kì. 

Ví dụ 5.4:   Xét sự hội tụ của chuỗi số  


 1 )1(

1

n nn
 

Giải: 
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n

k

n

k
n kkkk

S
11 1

11

)1(

1
 

                                         
1

1
1

1

11
...

3

1

2

1

2

1
1







nnn
 

                       
1

1 1
lim lim 1 1

1 ( 1)n
n n

n

S
n n n



 


       
  hội tụ về 1. 

 B. Điều kiện hội tụ của chuỗi số. 

Từ nguyên lí Cauchy cho dãy số hội tụ suy ra: 

Định lí 5.1:   Để chuỗi số (5.1) hội tụ cần và đủ là  

                  *
0 0( 0) ( )  ( , n n n p          pnnn aaa ...1 ) 

Từ định nghĩa về sự hội tụ của chuỗi số suy ra: 

Định lí 5.2:   Điều kiện cần của chuỗi số hội tụ là số hạng tổng quát na  dần đến 0 khi     :n            

                                                 0lim 
 n

n
a                            (5.3)  

Chứng minh:   Cho chuỗi (5.1) hội tụ về S tức là SSn
n




lim , một mặt ta có  11   nnn aSS  hay 

nnn SSa   11 . Vì   0)(lim 1 
SSSS nn

n
  

       Vậy  0lim 1  n
n

a  

Chú ý:  Điều kiện (5.3) không phải là điều kiện đủ của chuỗi hội tụ , điều này nhận thấy được qua 

các ví dụ 5.2 và ví dụ 5.3. 

C. Tính chất của chuỗi số hội tụ. 

1.  Tính chất hội tụ hay phân kì của chuỗi số vẫn giữ nguyên khi thay đổi hữu hạn số hạng 

đầu tiên của chuỗi .                                                                  
Thật vậy ta gọi tổng riêng thứ  n  của chuỗi ban đầu là  nS  còn tổng riêng thứ  n  của 

chuỗi khi thay đổi  k số hạng đầu tiên của chuỗi là  'nS .  Rõ ràng   aSS nn  '    trong đó  a là 

hiệu số  2 tổng  k  số hạng đầu tiên cũ và mới . Suy ra  nS  và  'nS  cùng hội tụ hay cùng phân kì . 

2.  Nếu chuỗi (5.1) hội tụ về S thì chuỗi  


1i
ia  hội tụ về S , với  là số thực bất kì,  

Thật vậy nếu gọi tổng riêng thứ  n  của (5.1) là nS  thì chuỗi  


1i
ia có tổng riêng thứ n là                         

                                 n

n

i
i

n

i
i Saa   

 11

. Vậy   Sa
i

i  


1

                      

3.   Nếu các chuỗi   


1i
ia  và  



1i
ib  hội tụ tương ứng về A và B thì chuỗi tổng                                                    

            





1

)(
i

ii ba  hội tụ về A+B.                                                                                     
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Thật vậy,   
 


n

i

n

i
i

n

i
iii baba

1 11

)( . Qua giới hạn ta nhận được  BAba
i

ii 


1

)(  

Chú ý:  Các khái niệm trên được chuyển sang cho chuỗi số phức 

                      









11

)Im(Re
i

ii
i

i zizz                  (5.4) 

     Như vậy, để chuỗi số phức (5.4) hội tụ cần và đủ là hai chuỗi số thực      

           


1

Re
i

iz  và 


1

Im
i

iz  cùng hội tụ và ta có 









111

ImRe i
i

i
i

i zizz  

5.1.2. Chuỗi số dương. 

     Sau đây xét chuỗi số  


1i
ia  với *

ia  , được gọi là chuỗi số dương. Theo tính chất 2 của 

chuỗi số, rõ ràng các kết quả dưới đây sẽ được chuyển sang cho chuỗi số  


1i
ia  với *

ia  . 

A. Điều kiện hội tụ của chuỗi số dương . 

Định lí 5.3:  Chuỗi số dương hội tụ khi và chỉ khi dãy tổng riêng của nó bị chặn trên 

                                               ,    nS M n    

Chứng minh:    
     Theo định nghĩa: chuỗi số hội tụ về S  khi và chỉ khi dãy  nS  hội tụ về S  

            Ta có  nnnn SaSS   11  vì 01 na  . Suy ra  nS  đơn điệu tăng. Để  nS hội tụ cần 

và đủ là  M sao cho  nMSn    ,   (Theo tính chất hội tụ của dãy đơn điệu). 

 B. Các tiêu chuẩn về sự hội tụ. 

 1.  Các định lí so sánh. 

Cho 2 chuỗi số dương  


1i
ia   (a)   và  



1i
ib   (b) 

Định lí 5.4:  Giả sử  *
0 0, ,  n na b n n n    . 

                    Khi đó:  Nếu chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) hội tụ . 

                            Nếu chuỗi (a) phân kì thì chuỗi (b) phân kì . 

Chứng minh:  Xét hai chuỗi mới được thành lập bằng cách thay đổi 0n  số hạng đầu tiên của mỗi 

chuỗi (a) , (b) để xảy ra bất đẳng thức  ,   n na b n    . Theo tính chất 1 của chuỗi số ta chỉ việc 

chứng minh định lí với điều kiện  *,  n na b n    

Các tổng riêng sẽ thoả mãn:  
1 1

,  
n n

n k k n
k k

A a b B n
 

      

 * Nếu chuỗi (b) hội tụ thì tồn tại số M sao cho  ,       ,   n nB M n A M n      Vậy 

chuỗi  (a) hội tụ . 

* Nếu chuỗi (a) phân kì thì rõ ràng chuỗi (b) phân kì, nếu không sẽ mâu thuẫn với điều   
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vừa chứng minh ở phần trên . 

Định lí 5.5:  Giả sử  k
b

a

n

n

n



lim , khi đó: 

                    Nếu  k0  hai chuỗi (a) và (b) cùng hội tụ hoặc cùng phân kì 

              Nếu 0k  và chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) hội tụ. 

              Nếu k  và chuỗi (b) phân kì thì chuỗi (a) phân kì . 

Chứng minh:   

* Trường hợp  k0 : Ta lấy 0  đủ bé sao cho 0 k . Theo định nghĩa giới 

hạn, tồn tại  *
0n   sao cho   

                                   0nn   có   k
b

a

n

n  hay  nnn bkakb )()(    

     Theo tính chất 2 về chuỗi số hội tụ và định lí  5.4 ta suy ra hai chuỗi (a) và (b)  

 cùng hội tụ hoặc cùng phân kì . 

*  Trường hợp  k = 0:  Ta lấy 0 , sẽ tồn tại *
0u   để 0nn   thì nn ba  . Từ đó ta 

thấy:  

     Khi chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi 


1k
kb  hội tụ. Theo định lí 5.4 chuỗi (a) sẽ hội tụ .  

Khi chuỗi (a) phân kì thì chuỗi 


1k
kb  phân kì. Theo tính chất 1 suy ra chuỗi (b) phân kì . 

* Trường hợp  k :  Bây giờ ta xét tỉ số n

n

b

a
 và lí luận phản chứng, dễ dàng đi đến kết 

luận. Bạn đọc tự làm điếu đó. 

2.  Các tiêu chuẩn hội tụ . 

a. Tiêu chuẩn D’Alembert. 

Gọi    1n
n

n

a
D

a
 

  
 

 là dãy D’Alembert của chuỗi
1

i
i

a



          (5.5) 

 Nếu tồn tại số *q   sao cho 1 qDn  thì chuỗi hội tụ  

Nếu  1nD  thì chuỗi phân kì.  

Chứng minh:   

* Nếu  1 qDn  thì  n
nnn qaqaqaa 1

2
11 ...                                                

    Chuỗi cấp số nhân  


1
1

n

nqa  hội tụ vì 10  q . Vậy chuỗi đã cho hội tụ.  

* Nếu 1nD  thì  0... 111   aaaa nnn . Vậy  na không hội tụ về 0. Chứng tỏ  

   chuỗi phân kì                                                                               
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 Tiêu chuẩn D’Alembert ở dạng ‘’bất đẳng thức’’ đã nêu ít khi được áp dụng do việc tìm 

số q rất khó khăn. Thông thường dùng tiêu chuẩn D’Alembert ở dạng ‘’giới hạn’’ cho bởi định lí 

sau.                                  
 Định lí 5.6:  Giả sử  DDn

n



lim ,  khi đó: 

               Nếu 1D  thì chuỗi phân kì, 1D thì chuỗi hội tụ, 1D ta chưa kết luận. 

Chứng minh: 

* Nếu 1D , lấy 0  sao cho 1 D , thì   

                            0 0( )  ( 1 )nn n n D D D                                                 

            Theo trên chứng tỏ chuỗi phân kì . 
* Nếu 1D , ta có thể tìm được số 0  sao cho 1 Dq . Khi đó  00    : nnn    

 để 1 qDn . Theo trên chuỗi hội tụ. 

* Nếu  1D . Các ví dụ 5.2 và ví dụ 5.4 đã chứng minh kết luận của định lí. 

b. Tiêu chuẩn Cauchy. 

Gọi     n
n nC a   là dãy Cauchy của chuỗi

1
i

i

a



      (5.6)  

Nếu tồn tại số  *
 Rq   sao cho 1 qCn  thì chuỗi số hội tụ  

Nếu  1nC  thì chuỗi số phân kì . 

Chứng minh: 

* Nếu  1 qaC n
nn   thì  n

n qa  . Chuỗi cấp số nhân 


1n

nq  hội tụ vì 10  q  nên  

 chuỗi số dương đã cho hội tụ. 
* Nếu  1nC  thì 1na  chứng tỏ  na  không thể hội tụ về 0, do đó chuỗi phân kì. 

Định lí 5.7:  Giả sử  CCn
n




lim ,  khi đó: 

              Nếu 1C thì chuỗi phân kì, 1C thì chuỗi hội tụ, 1C  ta chưa kết luận.                                             

Chứng minh:  
* Nếu 1C , Lấy 0  sao cho  1 C  khi đó 0n  để nCCnn  0  Theo   

   trên suy ra chuỗi phân kì  

* Nếu 1C , lấy 0  sao cho 1 Cq  khi đó 0n  để  0nn   có 1 qCn .  

   Vậy chuỗi hội tụ  

* Nếu 1C  các ví dụ 2 và ví dụ 4 đã chứng minh điều kết luận cuối cùng của định lí. 

Chú ý:  Người ta đã chứng minh rằng, nếu tồn tại giới hạn 1lim n

n
n

a
D

a



  thì cũng tồn tại   

             giới hạn lim n
n

n
a C


  và C D  
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c. Tiêu chuẩn tích phân Cauchy-M’claurin. 

Giả sử  )(xf  dương và liên tục trên  ,1  thoả mãn các điều kiện. 

            ( ) , lim ( ) 0,  ( )n
x

f n a f x f x


   đơn điệu giảm      

Khi đó chuỗi  


1n
na  hội tụ hay phân kì cùng với sự hội tụ hay phân kì của tích phân     




1

)( dxxf        

Chứng minh: 
Vì )(xf  đơn điệu giảm nên   *1, ,  x k k k N     có )1()()(  kfxfkf , 

từ đó suy ra  1

111

)1()()( 


  k

k

k

k

k

k

k

k adxkfdxxfdxkfa  

Sau khi lấy tổng ứng với k từ  2 đến n ta sẽ có 

                       nn

n

n aSdxxfaS  
1

1 )( , trong đó 



n

i
in aS

1

 

    * Nếu 


1

)( dxxf  hội tụ thì  
n

dxxf
1

)(  bị chặn trên n , nghĩa là   

           M  có:
1

( ) ,   
n

f x dx M n  .Suy ra  1, nS M a n   . Chứng tỏ chuỗi hội tụ . 

    * Nếu  


1

)( dxxf  phân kì thì  
n

dxxf
1

)(  không bị chặn trên mà 
n

nn dxxfaS
1

)(  

     Vậy nS  không bị chặn trên do đó chuỗi phân kì . 

     Sau đây chúng ta xét một số ví dụ về sự hội tụ hay phân kì của chuỗi số nhờ vào các địnhlí 

so sánh và các tiêu chuẩn đã đưa ra ở trên  

Ví dụ 5.5:   Xét sự hội tụ của chuỗi số  )0(
)(ln

1

2






p
nn

p
     

Giải:   

Vì  
pn

n

)(ln
 khi n  do đó 0n   để  0nn   có  

nn p

1

)(ln

1
  , mà chuỗi điều 

hoà phân kì. Vậy theo định lí so sánh 1 suy ra chuỗi đã cho phân kì 

Ví dụ 5.6:    Xét sự hội tụ của chuỗi số  


2
ln)(ln

1

n
nn

 

Giải:    

Ta có                  
)ln(ln)ln(ln.lnln

11

)(ln

1
nnnn nen
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Vì )ln(ln n  khi n  nên với n đủ lớn thì  2)ln(ln n . Suy ra  
2ln

1

)(ln

1

nn n
  mà 

chuỗi  


2
2

1

n n
 hội tụ (Xem ví dụ 5.12 dưới đây). Vậy chuỗi đã cho hội tụ.  

Ví dụ 5.7:   Xét sự hội tụ của chuỗi số   


1

1

n
n nn

 

Giải:   

     Do  1n n  khi n . Vậy 
nnnn

1
~

1
 khi n , chứng tỏ chuỗi đã cho phân kì  

Ví dụ 5.8:   Xét sự hội tụ của chuỗi số   


3
)ln(ln)(ln

1

n
nn

 

Giải: 

     
 2)ln(ln)ln(ln

1

)(ln

1
nn

en
   Vì   2)ln(lnln nn   

     nên  
nen nn

11

)(ln

1
ln)ln(ln

 . Vậy chuỗi đã cho phân kì. 

Ví dụ 5.9:   Xét sự hội tụ của chuỗi số phụ thuộc tham số x :   )0(
!

1
1






x
n

x

n

n

  ,   

Giải: 

    Ta có   lim 0
1n n

n

x
D D

n 
  


. Vậy chuỗi hội tụ với 0x . 

Ví dụ 5.10:   Xét sự hội tụ của chuỗi số   












1

)0(!
n

n

x
n

x
n   ,   

Giải:                                                                                                                               

     Ta có  lim
1

1
n nn n

x x
D D

e

n


  
  
 

                                                                       

     Với  ex   có  1
1

1









 

 nn

n

x
D  bởi vì  e

n

n







 

1
1    

     Vậy chuỗi hội tụ với  ex  , chuỗi phân kì  với  ex   

Ví dụ 5.11:   Xét sự hội tụ của chuỗi số   
1

,   ( 0,  lim ,   0)

n

n n
n

n n

x
a a a x

a






 
   

 
  

Giải: 

     Ta có  
n

n a

x
C  . Do vậy: 
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 Nếu  0a  thì 

 n
n

Clim  

     Nếu  a  thì 0lim 
 n

n
C  

      Nếu   a0  thì  
a

x
Cn

n



lim    

      Vậy với 0a  thì chuỗi phân kì, với a  thì chuỗi hội tụ . 

     Nếu   a0  chuỗi hội tụ khi 0 x a  , phân kì khi x a , chưa kết luận khi ax   

     Thật vậy, xét các chuỗi số sau với 1x a   

                              


1

1

n
nn n

 phân kì ,         


1 2

1

n
n

n n
 hội tụ    (Xem ví dụ 5.12 dưới đây)                                   

Ví dụ 5.12:   Xét sự hội tụ của chuỗi sau theo tham số   (chuỗi Riemann) 


1

1

n n    

Giải: 

     Ta đặt x
xf

1
)(  . Hàm số này thoả mãn các điều kiện của tiêu chuẩn tích phân  Cauchy-

M’claurin . 

      Ta biết 


1
x

dx
 hội tụ khi 1 , phân kì khi 1 .(Xem ví dụ 4.36.d, mục 4.5.) 

     Vậy chuỗi Riemann hội tụ với 1 , phân kì với 1 . 

Ví dụ 5.13:   Xét sự hội tụ của chuỗi số  
1

2

1
,  ( 0)

lnn n n 





  

Giải: 

     Ta đặt  
xx

xf 
1ln

1
)(  , nguyên hàm của )(xf  trên   ,2  là  

x
xF  ln

1
)(   

     0)(lim 


xF
x

. Vậy 


2

)( dxxf  hội tụ , do đó chuỗi đã cho hội tụ . 

 Ví dụ 514:    Xét sự hội tụ của chuỗi số 


3 )ln(ln.ln

1

n nnn
 

Giải:    
)ln(ln.ln

1
)(

xxx
xf  có nguyên hàm là  )ln(lnln)( xxF   

     


)(lim xF
x

, tích phân  


3

)( dxxf  phân kì , chứng tỏ chuỗi đã cho phân kì.  

5.1.3. Chuỗi đan dấu. 

A. Định nghĩa chuỗi đan dấu. 
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 Chuỗi số có dạng 





1

1)1(
k

k
k a hoặc  






1

)1(
k

k
k a   trong đó  0,  ka k     (5.7)         

được gọi là chuỗi đan dấu, chẳng hạn   
2

0 1

1 ( 1)
( 1) . ,   

1

n
n

n nn n

 

 




   là các chuỗi đan dấu 

Sự hội tụ hay phân kì của các dạng thứ nhất, hoặc thứ hai, có tính chất như nhau. Dưới 

đây chúng ta xét dạng thứ nhất của (5.7). 

 B. Điều kiện hội tụ của chuỗi đan dấu. 

Định lí 5.8: ( Định lí Leibnitz.) 
             Cho chuỗi (5.7), nếu dãy  na thoả mãn các điều kiện : 

             1.    Dãy  na  đơn điệu giảm:   1   ,  n na a n    

             2.    0lim 
 n

n
a  

             Khì đó chuỗi (5.7) hội tụ về tổng S  và  1aS   

Chứng minh:  Xét dãy tổng riêng chẵn của chuỗi 



m

n
n

n
m aS

2

1

1
2 )1( . Ta có thể biểu diễn tổng 

này như sau:       )(...)()( 21243212 mmm aaaaaaS    

       Do   1,  n na a n N   , nên dãy   2mS  là dương và tăng ngặt.  

       Mặt khác  mmmm aaaaaaS 212223212 )(...)(    

Suy ra   12 aS m  . Như  vậy  SS m
m


 2lim   (Theo định lí 1.2 mục 1.3.3. Ch.I) 

Dãy tổng riêng lẻ có dạng :  12212   mmm aSS  

Vì 0lim 12  m
m

a  nên  SSS m
m

m
m


 212 limlim  

Vậy  SSn
n




lim   (Xem hệ quả mục 1.3.4). Chứng tỏ chuỗi  hội tụ về S. 

Mặt khác  )( 1221212   mmmm aaSS  suy ra dãy   2 1mS   dương và giảm ngặt . Vì thế ta nhận 

được bất đẳng thức  

                 2 2 1 2 1 3 1...m m mS S S S a a        

Ví dụ 5.15:   Xét sự hội tụ của các chuỗi số sau : 

                                      




 
1

1 )0(
1

)1(
n

n

n
   ,   

Giải: 

     Ta thấy chuỗi là đan dấu và thoả mãn các điều kiện của định lí Leibnitz: 

     
1

n
 
 
 

  đơn điệu giảm và  0
1

lim 
 nn

. Vậy chuỗi hội tụ. 

Ví dụ 5.16:  Xét sự hội tụ của chuỗi số      






2

.)1(1

n

n

n

n
 

Giải: 
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Chuỗi là đan dấu, tuy nhiên phân kì vì đó là tổng của chuỗi điều hoà 


2

1

n n
 ( phân kì) và 

chuỗi đan dấu  






2 2

1

)1(

n

n

n

 ( hội tụ, đã xét ở ví dụ 5.12 với 
2

1
  ) 

5.1.4. Chuỗi có số hạng mang dấu bất kì. 

A. Sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ. 

Cho chuỗi số bất kì  
1

,  i i
i

a a




                                     (a) 

Xét chuỗi số dương tương ứng dạng  


1i
ia                    (b) 

      1.  Nếu chuỗi (a) hội tụ và chuỗi (b) phân kì thì ta nói rằng chuỗi (a) bán hội tụ. 

2.  Nếu chuỗi (a) và (b) cùng hội tụ thì ta nói rằng chuỗi (a) hội tụ tuyệt đối . 

Định lí 5.9:   Nếu chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) cũng hội tụ . 

Chứng minh:    Giả sử chuỗi (b) hội tụ về S’  

Gọi nS  là tổng riêng thứ  n  của chuỗi (a) và /
nS  là tổng riêng thứ  n  của chuỗi (b), tức là: 

                nnnn QPaaaS  ...21  

                /
1 2 ...n n n nS a a a P Q       

trong đó nP  là tổng các số dương trong n số hạng đầu tiên, còn nQ  là tổng các số âm trong  n  

số hạng đầu tiên . Vì chuỗi (b) hội tụ về  S’ nên dãy   /nS  tăng ngặt và hội tụ về  S’ : 

                / /lim   n
n

S S


 và  / /
nS S  

     Rõ ràng các dãy  nP  , nQ  tăng ngặt và thoả mãn: 

                '' SSP nn   

                      nSSQ nn    ,  ''  

            Ta suy ra các dãy  nP  ,   nQ   hội tụ : 

                     QQPP n
n

n
n




limlim    ,   

     Vậy  SQPQPS nn
n

n
n




)(limlim , nghĩa là chuỗi (a) hội tụ về  S. 

Chú ý:  Trong nhiều bài toán xét sự hội tụ của chuỗi số (a), nhờ vào định lí trên người ta đi xét sự 

hội tụ của chuỗi (b). Đó là chuỗi số dương nên có thể sử dụng các tiêu chuẩn trong mục B của 

5.1.2. Trong trường hợp sử dụng tiêu chuẩn D’Alembert hoặc Cauchy mà chuỗi (b) phân kì thì 

kết  luận chuỗi (a) cũng phân kì vì thấy ngay được trong trường hợp này số hạng tổng quát không 

dần tới không khi  n  

B. Một số tính chất của chuỗi bán hội tụ và hội tụ tuyệt đối. 
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    1.  Nếu chuỗi đã cho là bán hội tụ thì có thể lấy số *S  tuỳ ý (hữu hạn hoặc vô hạn) để sao 

cho khi thay đổi vị trí các số hạng được chuỗi mới hội tụ về *S . Nói cách khác, trong trường hợp 

này tính chất giao hoán , tính chất kết hợp không còn đúng đối với tổng vô hạn. 

Chẳng hạn: Ta xét chuỗi số bán hội tụ sau 

              2ln...
2

1

12

1
...

3

1

2

1
1 




kk
, (Chuỗi hội tụ về 2lnS  , Công thức (5.34)) 

Tổng riêng thứ  2n của nó là:  








 




n

k
n kk

S
1

2 2

1

12

1
 

Xét chuỗi mới nhận được bằng cách thay đổi vị trí các số hạng  

                ...
4

1

24

1

12

1
...

8

1

6

1

3

1

4

1

2

1
1 







kkk
 

Ta xét các tổng riêng của chuỗi này. 

                n

n

k

n

k
n S

kkkkk
S 2

11

*
3 2

1

2

1

12

1

2

1

4

1

24

1

12

1







 









 





 



 

                
n

SS nn 4

1*
3

*
13   

                
24

1*
13

*
23 

  n
SS nn  

Suy ra      2ln
2

1
lim

2

1
limlimlim 2

*
23

*
13

*
3 

 n
n

n
n

n
n

n
n

SSSS  

Chứng tỏ chuỗi mới hội tụ về  .2ln
2

1* S  

2.  Nếu chuỗi đã cho hội tụ về S và là hội tụ tuyệt đối thì chuỗi mới nhận được  bằng cách 

thay đổi vị trí các số hạng hoặc bằng cách nhóm một số hữu hạn các số hạng lại cũng hội tụ về S 

và cũng là hội tụ tuyệt đối. Nói cách khác trong trường hợp này tính chất giao hoán và kết hợp 

được giữ nguyên đối với chuỗi vô hạn  

3.  Cho hai chuỗi số   
1 1

,  i i
i i

a b
 

 
                                                                 

       Ta lập bảng số     ...     ...             1131211 babababa k  

                             ...     ...             2232221 babababa k  

                              ......................................... 
                             ...     ...             jkjjj babababa 321  

       hoặc lập dãy số    )( nu  với ...12212111   ,    ,  babaubau   

                           )( nv  với ...  ,    ,  1222212111 bababavbav   

      Các chuỗi  
1 1

,  n n
n n

u v
 

 
   gọi là chuỗi tích của hai chuỗi đã cho. 
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Nếu hai chuỗi đã cho hội tụ tương ứng về  21 SS   ,   và là hội tụ tuyệt đối thì các chuỗi tích 

của chúng hội tụ về 21  . SS  và là hội tụ tuyệt đối.  

5.2. CHUỖI HÀM 

5.2.1. Các khái niệm chung về chuỗi hàm. 

A. Định nghĩa chuỗi hàm. 
      Cho dãy hàm thực   nf ( ) ,  ( , ),  1,2,...x x a b n    

Người ta gọi  1 2( ) ( ) ... ( ) ...nf x f x f x                                                        (5.8)            

là một chuỗi hàm xác định trên (a,b) và được kí hiệu là  
1

( )n
n

f x



  

B. Miền hội tụ của chuỗi hàm. 
1.  Điểm 0x x  được gọi là điểm hội tụ của chuỗi hàm khi và chỉ khi chuỗi số  




1
0 )(

n
n xf  hội tụ.  

2.  Tập X  các điểm hội tụ của chuỗi hàm được gọi là miền hội tụ của chuỗi hàm. 

3.  Hàm số 
1

( ) ( ),  
n

n i
i

S x f x x X


   gọi là tổng riêng thứ  n chuỗi hàm . Chuỗi hàm  

 được gọi là hội tụ về ( ),  S x x X  khi và chỉ khi )()(lim xSxSn
n




  

Trong trường hợp  này kí hiệu  
1

( ) ( ),   n
n

f x S x x X




   

4.  Nếu chuỗi hàm  


1

)(
n

n xf  hội tụ trên tập X  thì ta nói rằng chuỗi hàm  


1

)(
n

n xf  hội 

tuyệt đối trên tập X .  

Sau đây ta sẽ tìm miền hội tụ của một số chuỗi hàm. 

Ví dụ 5.17:   Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm  


1

1

n
xn

 

Giải:   

     Tập xác định :   

     Đó là chuỗi Riemann với tham số là x . Vậy miền hội tụ là (1, )X     

Ví dụ 5.18:   Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm   


1 !n

n

n

x
 

Giải:  

     Tập xác định :  .  Lấy x  và xét chuỗi số  


1 !n

n

n

x
. Ta áp dụng tiêu chuẩn Cauchy:   

0
!

lim 
 nn n

x
. Vậy chuỗi hàm hội tụ tuyệt đối trên  . Trường hợp này X  . 
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Ví dụ 5.19:   Tìm miền hội tụ X của chuỗi hàm  


 1
22

cos

n xn

nx
 

Giải: 

     Tập xác định:    

     Lấy  x  ta có  
222

1cos

nxn

nx



 

     Vậy chuỗi hàm hội tụ tuyệt đối trên  . 

Ví dụ 5.20:   Tìm miền hội tụ X của chuỗi hàm  















1

2222 )1(1

)1(

1n xn

xn

xn

nx
 

Giải: 

     Tập xác định :   

     Tổng riêng thứ  n của chuỗi hàm:   
221

)(
xn

nx
xSn 
  

    Từ đó suy ra  
2 2

lim ( ) lim 0,  
1n

n n

nx
S x x

n x 
  


. Vậy miền hội tụ là X  . 

5.2.2. Sự hội tụ đều của chuỗi hàm. 

A. Định nghĩa:  
1.  Dãy hàm   nf x được gọi là hội tụ đều về hàm số  f x  trên X  nếu: 

                0 0( 0)  ( ( )) ( ( ) ( ) ,  )nn n n f x f x x X             

       2.  Chuỗi hàm (5.8) được gọi là hội tụ đều về hàm )(xS trên X  khi và chỉ khi dãy tổng 

riêng của nó hội tụ đều về )(xS trên X , tức là 

                0 0( 0)  ( ( )) ( ( ) ( ) ,  )nn n n S x S x x X                                (5.9) 

     Vậy nếu chuỗi hội tụ đều về )(xS  thì phần dư  )()()( xSxSxR nn   sẽ hội tụ đều về 0, 

tức là: 
                 0 0( 0) ( ( )) ( ( ) ,  )nn n n R x x X                             (5.10) 

Trong trường hợp chuỗi hàm hội tụ đều về hàm )(xS  trên (a,b) người ta thường kí hiệu là 

                  
1

( ) ( ),    ( , )n
n

f x S x x a b




   

Ví dụ 5.21:   Chứng minh chuỗi hàm  














1

2222 )1(11n xn

x

xn

x
  

                      hội tụ đều trên  1,0  

Giải: 

     Ta tính tổng riêng thứ n  của chuỗi hàm:  2 2
( ) ,  lim ( ) ,  0,1

1n n
n

x
S x x S x x x

n x 
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 Ta đánh giá phần dư: 






nnxn

nx

xn

x
xRn 2

1

2

1
.

1

2

1
)(

2222
 

     Suy ra   




2

1
0n  để  0nn   sẽ có     ( ) ,  0,1 ( ) 0,  0,1n nR x x R x x        

Vậy chuỗi hàm hội tụ đều trên  0,1  

Ví dụ 5.22:    Chứng tỏ rằng chuỗi hàm  















1

2222 )1(1

)1(

1n xn

xn

xn

nx
  

                       không hội tụ đều trên  1,0  

Giải:   

     Từ ví dụ 5.20,  ta đánh giá phần dư thứ  n  của chuỗi :   2 2
( ) ,  0,1

1n

nx
R x x

n x
 


 

     Như vậy:   1 1 1
( )  ( 0,1 ( ) )

2 2n n nx R x
n

          

     Chứng tỏ chuỗi hàm đã cho không hội tụ đều trên   1,0 . 

Ví dụ 5.23:   Chứng minh rằng các chuỗi hàm sau đây hội tụ đều trên tập  . 

     a.    









1
2

1)1(

n

n

nx
                   b.    










1
2

21

)1(

)1(

n
n

n

x

x
 

Giải: 

     Với x  cố định trên    ta nhận được các chuỗi số đan dấu. Theo định lí Leibnitz các chuỗi 

này hội tụ . 

a.  x  , theo định lí Leibnitz thì phần dư của chuỗi là )(xRn  thoả mãn   








nnnx

xRn

1

1

1

1

1
)(

2
. Vậy 0)( xRn , chứng tỏ chuỗi hàm hội tụ đều trên   . 

b.  
2

2

1
    ( )

1 ...n

x
x R x

nx n
     

 
  

Vậy  0)( xRn , chứng tỏ chuỗi hàm hội tụ đều trên  . 

B. Các tiêu chuẩn về sự hội tụ đều của chuỗi hàm. 

1.  Nguyên lí Cauchy. 
Định lí 5.10:  Giả sử   ( )nS x  là dãy tổng riêng của chuỗi hàm. Để chuỗi hàm hội tụ đều   

                      trên tập X  điều kiện cần và đủ là: 

      0 0( 0) ( ( ) ) ( , n n n p           ( ) ( ) ,  n p nS x S x x X     )        (5.11)    

Chứng minh:   

Điều kiện cần:  Ta có chuỗi hội tụ đều trên X  về )(xS , nghĩa là: 

              0 0( 0) ( ( ) ) ( ( ) ( ) , )
2nn n n S x S x x X
             

       Lấy 0 , n n p    ta sẽ có  



Chương 5:  Lý thuyết chuỗi 

 236

          

                                  










22
)()()()(

)()()()()()(

xSxSxSxS

xSxSxSxSxSxS

npn

npnnpn

 

      Điều kiện đủ:  Trước khi chứng minh điều kiện đủ chúng ta hãy nhắc lại nguyên lý hội tụ 

sau đây của dãy số ( Nguyên lí Cauchy. Xem mục 1.3.5, Ch.I ) 
Để dãy số  na  hội tụ điều kiện cần và đủ là  

                             0 0( 0) ( ) (  , )n p nn n n p a a           

      Trong trường hợp này người ta gọi  na  là dãy Cauchy. 

Nếu điều kiện (5.11) thoả mãn, rõ ràng với Xx  ta nhận được  ( )nS x  dãy Cauchy. 

Vậy tồn tại hàm  )(xS  xác định trên X  để  )()(lim xSxSn
n




. 

Từ (5.11) suy ra  lim ( ) ( ) ,  n p n
p

S x S x x X
     

      Hay là  ( ) ( ) ,    nS x S x x X    .Vậy ( ) ( ),  nS x S x x X    

2.  Tiêu chuẩn Weierstrass. 

Định lí 5.11:  Giả sử các số hạng của chuỗi hàm thoả mãn bất đẳng thức  
                          ( ) ,   n nf x a x X                      (5.12) 

                đồng thời chuỗi số 


1n
na  hội tụ. Khi đó chuỗi hàm  



1

)(
n

n xf  hội tụ tuyệt  

                đối và đều trên tập  X  

Chứng minh:   Trước hết ta chứng minh sự hội tụ tuyệt đối trên X . 
    Lấy 0x  tuỳ ý trên X  ta có  nn axf )( 0 . Theo định lí so sánh, Mục 5.1.2. B thì chuỗi số  




1
0 )(

n
n xf  hội tụ tức là  



1
0 )(

n
n xf  hội tụ tuyệt đối. Vì 0x  tuỳ ý trên X  chứng tỏ chuỗi hội tụ 

tuyệt đối trên X . 

     Bây giờ ta xét sự hội tụ đều trên X của chuỗi đó: 

     Vì  


1n
na  hội tụ, nghĩa là dãy tổng riêng 




n

k
kn aS

1

hội tụ, theo nguyên lí hội tụ sẽ có : 

                      0 0
1

( 0) ( )  ( , )
n p

k
k n

n n n p a 


 

          

            Suy ra      
1 1

( ) ( ) ( ) ,    
n p n p

n p n k k
k n k n

S x S x f x a x X
 


   

        

      Theo nguyên lí Cauchy, vậy chuỗi hàm hội tụ đều trên X . 

Ví dụ 5.24:  Xét sự hội tụ của các chuỗi hàm sau đây: 

                    a.  
2 2 2 2

1 1

cos sin
,    b.  

n n

nx nx

n x n x
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Giải: 

Ta có các đánh giá sau:    a.   
2 2 2 2 2 2

cos 1 sin 1
, ,      b.   , 

nx nx
x x

n x n n x n
    

 
  

     Chuỗi  


1
2

1

n n
 hội tụ. Vậy các chuỗi hàm đã cho hội tụ đều trên   

            Từ ví dụ trên ta có thể kết luận: 

             Nếu các chuỗi số  
1 1

,  i i
i i

a b
 

 
   hội tụ tuyệt đối thì các chuỗi hàm 

                                          
1 1

cos ,  sinn n
n n

a nx b nx
 

 
   hội tụ đều trên  . 

C. Các tính chất của chuỗi hàm hội tụ đều. 

Định lí 5.12:   Cho chuỗi hàm (5.9), các hàm số ( ),  ( 1, 2,...)if x i   liên tục trên tập   

                 X  và chuỗi hội tụ đều về )(xS  trên X  thì )(xS  liên tục trên X  

Chứng minh:  Ta lấy Xx  và sẽ chứng minh sự liên tục của )(xS  tại điểm x  đó. 

Lấy h  sao cho  Xhx   và gọi  )(xSn  là tổng riêng thứ  n  của chuỗi. 

      Xét  )()()()()()()()( xSxSxShxShxShxSxShxS nnnn   

                                        )()()()()()( xSxSxShxShxShxS nnnn   

      Do tính hội tụ đều của dãy  ( )nS x  trên X  nên  

           0 0( 0)   ( ( )) ( ( ) ( ) , ( ) ( ) )
3 3n nn n n S x h S x h S x S x
               

            Ngoài ra  0( ),  ( )nS x n n  là tổng  n  hàm số liên tục tại x  trên X . Vậy với   đã chọn thì 

tồn tại 0  để  h  sẽ có. 

                                            
3

)()(


 xShxS nn  

Như vậy  ( 0) ( 0)      ( h    )()( xShxS ) 

      Chứng tỏ  )(xS  liên tục tại Xx . 

           Tính chất này thường dùng để chứng minh sự hội tụ không đều của chuỗi hàm trên 

tập X nào  đó. 

Ví dụ 5.25:  Xét sự hội tụ đều của chuỗi hàm  





0

)1(
n

nxx  trên khoảng  2,0  

Giải: 
             Ta tính tổng riêng   1( ) 1 (1 ) ,   0, 2n

nS x x x     

        Từ đó suy ra          
   

0,       0
lim ( ) ( )

1,        0, 2 \ 0n
n

x
S x S x

x
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Các hàm  nxx )1(   liên tục trên  2,0  tuy nhiên  )(xS  gián đoạn tại 0x . Vậy chuỗi hàm hội tụ 

không đều trên  2,0 . 

Định lí 5.13:  Cho chuỗi hàm (5.9) hội tụ đều về )(xS  trên  ba,  và các hàm   

                ( ),   ( 1,2,...)if x i   liên tục trên  ba, . Khi đó  

                                    





1

)()(
i

b

a

i

b

a

dxxfdxxS        (5.13) 

Hệ thức (5.13) chứng tỏ với một số điều kiện được thỏa mãn thì có thể lấy tích phân từng từ 

của chuỗi hàm. 

Chứng minh:  Ta sẽ chứng minh   




b

a

n

i

b

a

i
n

dxxSdxxf )()(lim
1

 

Tức là  0 0
1

( 0) ( ) ( ( ) ( ) )
b bn

i
ia a

n n n S x dx f x dx 


          

Trước tiên ta nhận thấy các tích phân tồn tại do tính liên tục của các hàm dưới dấu tích phân. 

Do chuỗi hàm hội tụ đều về )(xS  nên  

                    0 0( 0) ( )  ( ( ) ( ) )nn n n S x S x
b a

       


 

mà        


b

a

b

a

n

n

i

b

a

i

b

a

dxxSdxxSdxxfdxxS )()()()(
1

 

                                                   



 

b

a

b

a

n

b

a

n dx
ab

dxxSxSdxxSxS )()()()(  

Chú ý:  Sự hội tụ đều chỉ là điều kiện đủ để lấy tích phân từng từ của chuỗi, sau đây chúng ta sẽ 

ra một số ví dụ minh hoạ điều đó . 

Ví dụ 5.26:  Chứng minh hệ thức sau: 

               

































 1

1

0
2222

1

0 1
2222 )1(1

)1(

1)1(1

)1(

1 in

dx
xn

xn

xn

nx
dx

xn

xn

xn

nx
 

Giải: 

     Theo ví dụ 5.22. chuỗi hàm  















1

2222 )1(1

)1(

1n xn

xn

xn

nx
 không hội tụ đều trên  1,0 . 

     Tuy nhiên chuỗi hội tụ về hàm  0)( xS  và tổng riêng thứ  n  của chuỗi là: 

                              
221

)(
xn

nx
xSn 
  ta có 00)(

1

0

1

0

  dxdxxS  

                0
2

)1ln(
lim)1ln(

2

1
lim

1
lim)(lim

2
1
0

22
1

0
22

1

0








  n

n
xn

n
dx

xn

nx
dxxS

nnn
n

n
 

             Vậy hệ thức đúng. 
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Định lí 5.14:  Nếu chuỗi hàm (5.7) hội tụ về hàm )(xS  trên tập  X  và các hàm )(xfi  thoả mãn: 

                         1.  )(' xfi  liên tục trên  ,...2,1iX   ,  

                         2.  


1

)('
i

i xf  hội tụ đều về )(xR  trên X  

                      thì  XxxfxRxS
i

i  




   ,   
1

)(')()('       (5.14) 

    Hệ thức (5.14) chứng tỏ với một số điều kiện được thỏa mãn thì có thể lấy vi phân từng  

 từ của chuỗi hàm. 
 Chứng minh:  Lấy 0 ,   x X x X   khi đó  )(' xfi  liên tục trên   0 , ,  1, 2,...x x i  .    

     Theo định lí 5.13 ta có: 

                  





1

00

)(')(
i

x

x

i

x

x

dxxfdxxR   

                                 ...)()(...)()()()( 0022011  xfxfxfxfxfxf nn  

                                 )()( 0xSxS   

             Theo định lí 5.12,  hàm )(xR  liên tục trên X  do đó )(xS  khả vi trên X . Suy ra  

                   )(')()(
0

xSxRdxxR
dx

d x

x

 . Vậy ta có  





1

)(')('
i

i xfxS  

5.3. CHUỖI LŨY THỪA 

5.3.1. Các khái niệm chung về chuỗi luỹ thừa. 

A. Định nghĩa chuỗi luỹ thừa. 

Một chuỗi hàm có dạng  
0

,  ,  i
i i

i

a x a i




         (5.15) 

                                    hoặc   
0

( ) ,  i
i

i

a x a a




  là hằng số     (5.16) 

được gọi là một chuỗi luỹ thừa. Trong chuỗi luỹ thừa trên, ia  là các hằng số ,...)2,1( i và được 

gọi là các hệ số của chuỗi luỹ thừa. Chuỗi (5.16) suy từ (5.15) bởi phép thay x bởi x a . Do đó 

để thuận tiện,  dưới đây chúng ta chỉ cần xem xét chuỗi (5.15). 

B. Tính chất hội tụ của chuỗi luỹ thừa. 

Định lí 5.15: (Định lí Abel) 
               Nếu chuỗi luỹ thừa  (5.15) hội tụ tại 00  xx  thì hội tụ tuyệt đối tại mọi   

               điểm x  thoả mãn  0xx   

               Nếu chuỗi luỹ thừa (5.15) phân kì tại 1xx   thì phân kì tại mọi điểm x    

               thoả mãn 1xx   
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Chứng minh:  Theo giả thiết chuỗi số  


0
0

i

i
i xa  hội tụ. Từ điều kiện cần của chuỗi hội tụ suy ra  

0lim 0 


n
n

n
xa . Cũng từ điều kiện của dãy hội tụ suy ra tồn tại số M  để 0 ,  n

na x M n  .  

 Ta biếu diễn  

















0 0
0

0 n

n

n
n

n

n
n x

x
xaxa và như vậy  

nn

n
n x

x
M

x

x
xa

00
0 








 

 Với x  thoả mãn 0xx   thì chuỗi cấp số nhân  


0 0n

n

x

x
M hội tụ.  

Vậy chuỗi  




0n

n
n xa  hội tụ chứng tỏ chuỗi 



0n

n
n xa  hội tụ tuyệt đối khi 0xx   

Phần hai của định lí 5.15 là hệ quả trực tiếp từ phần một 

 C. Bán kính hội tụ của chuỗi luỹ thừa. 

     Trước hết ta thừa nhận một định lí sau: 

Định lí 5.16:  Đối với chuỗi luỹ thừa (5.15) luôn tồn tại số 0R  để chuỗi hội tụ tuyệt đối trong   

                      khoảng ),( RR , phân kì trong các khoảng ),(),,(  RR . 

Số R  thoả mãn điều kiện trên gọi là bán kính hội tụ của chuỗi (5.15). 

Định lí 5.17:  (Qui tắc tìm bán kính hội tụ). 

                 Nếu          1lim    limhayn n
n

n n
n

a
a

a
 

 
                  (5.17) 

                       thì           

1
   khi 0

0     khi  

    khi  0

R







   
  
 


                 (5.18) 

                          0R  nghĩa là chuỗi luỹ thừa chỉ hội tụ tại 0x   

                          R  nghĩa là chuỗi luỹ thừa hội tụ tại mọi x  

Chứng minh: 

* Trường hợp   0 . Giả sử x  xác định, ta xét chuỗi số dương  


0n

n
n xa . Áp  

dụng tiêu chuẩn D’Alembert ta sẽ có                         

                                                         Dx
xa

xa
n

n

n
n

n








1
1lim  

      Khi  1D  hay 

1

x thi chuỗi số hội tụ, 1D  hay 

1

x  thì chuỗi số phân kì.  
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       Theo định nghĩa về bán kính hội tụ, ta suy ra  

1

R  

*  Trường hợp  . Hiển nhiên chuỗi luỹ thừa hội tụ tuyệt đối tại 0x .  

Với 0x  ta có    

                                           1lim
1

1 




 n
n

n
n

n xa

xa
.  

   Vậy chuỗi luỹ thừa phân kì với 0x (Xem chú ý, Mục 5.1.4.A). Suy ra  0R . 

* Trường hợp 0 . Ta lấy x  tuỳ ý có  10lim
1

1 




 n
n

n
n

n xa

xa
. Chứng tỏ chuỗi luỹ thừa 

hội tụ với mọi x , hay nói cách khác R . 

Chú ý:  Từ định lí 5.15 suy ra: Để tìm miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa trước hết ta tìm bán kính 

hội tụ  R  của nó, sau đó xét tiếp sự hội tụ của các chuỗi số: 





0

)(
i

i
i Ra  

Ví dụ 5.27:  Tìm miền hội tụ của các chuỗi luỹ thừa sau: 

a.  


1n

n

n

x
,     b.  



0 !n

n

n

x
,    c.  .



1n

nn xn  

Giải: 

a.  Bán kính hội tụ :  11
1

lim 


R
n

n
n

 .  Chuỗi số  






1

)1(

n

n

n
 hội tụ , 



1

1

n n
 phân kì 

Vậy miền hội tụ là   1,1X  

b.  


R
n

n
n

0
!

1
lim . 

c.  0lim 


Rnn n

n
. 

Ví dụ 5.28:   Tìm miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa. 

                        ...
7

16

5

8

3

4
2 2015105  xxxx  

Giải: 

     Chuỗi đã cho kí hiệu là  


 1

5

12

2

n

n
n

x
n

 

    Ta đặt  Xx 5 và nhận được chuỗi luỹ thừa theo biến X :   


 1 12

2

n

n
n

X
n

 

            Bán kính hội tụ của chuỗi mới:  
2

1
2

12

2
lim 


R

n
n

n

n
.  
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Chuỗi số   

                              






 










 11 12

)1(

2

1

12

2

n

n

n

nn

nn
 hội tụ  (Theo dấu hiệu Leibnitz) 

     Chuỗi số   






 









 11 12

1

2

1

12

2

n

n

n

n

nn
 phân kì  (So sánh với chuỗi 



1 2

1

n n
) 

     Trở về biến x :  
2

1

2

1 5  x ,    
55 2

1

2

1
 x                    

     Vậy miền hội tụ là  






55 2

1
,

2

1
X  

Ví dụ 5.29:  Tìm miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa  






1

)1(

n

n

n

x
 

Giải: 

     Ta đặt Xx 1  và xét chuỗi lũy thừa 


1n

n

n

X
 

     Bán kính hội tụ :  11
1

lim 


R
n

n
n

 

    Chuỗi số  






1

)1(

n

n

n
 hội tụ (theo dấu hiệu Leibnitz), chuỗi 



1

1

n n
 phân kì . 

     Chuỗi đã cho hội tụ tại x  thoả mãn  111  x  hay 20  x  

     Vậy miền hội tụ:  2,0X  

Ví dụ 5.30:  Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm  
n

n
n

n

x

x

n















0 312

)1(
 

Giải: 

     Đặt  X
x

x


3
và xét chuỗi luỹ thừa  



 


0 12

)1(

n
n

nn

n

X
 

      

     Bán kính hội tụ :  2
2

1

1

1

2

1
lim

12

)1(
lim 








R

nn
n

n
n

n

n

n
 

     Chuỗi số  






 





0 2

1
0 )1(

1

12

)2()1(

nn
n

nn

n
n

 phân kì  (so sánh với chuỗi 


1

1

n n
).   

     Chuỗi số   






 







00 1

)1(

12

2)1(

n

n

n
n

nn

nn
 hội tụ theo dấu hiệu Leibnitz. 

     Vậy chuỗi ban đầu hội tụ với x  thoả nãn:  2
3

2 



x

x
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    Hay  

















































6

2

3

2

6

3

0
3

63

0
3

6

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

        ,                 ,           

     Miền hội tụ là       ,62,X . 

D. Tính chất của chuỗi luỹ thừa. 

Giả sử chuỗi luỹ thừa (5.15) có bán kính hội tụ  0R  và  ba,  là đoạn tuỳ ý chứa trong 

khoảng ),( RR . 

 1.  Chuỗi luỹ thừa hội tụ đều trên  ba, . 

Chứng minh:  Giả sử   ),(),(, 0 RRxRRba   để    00 ,, xxba    

Mặt khác :      n
n

n
n xaxabax 0,  vì ),(0 RRx   nên 



0
0

n

n
n xa  hội tụ. 

Theo tiêu chuẩn Weierstrass  suy ra chuỗi luỹ thừa hội tụ đều trên  ba, . 

 2.  Chuỗi luỹ thừa hội tụ về hàm )(xS , liên tục trên ),( RR  

Chứng minh:  Lấy tuỳ ý ),( RRx  . Xét sự liên tục của )(xS  tại x .  

Thật vậy tồn tại    , ( , ),  ,a b R R x a b   . Theo tính chất 1 và định lí 5.12,Mục, 5.2.2. C  

suy ra  )(xS  liên tục trên  ba, . Vậy nó liên tục tại  ,x R R  . 

      3.  Bất kì 21, xx  trong khoảng ),( RR  luôn có  

                       









2

1

2

1
00

x

x n

x

x

n
n

n

n
n dxxadxxa                    (5.19) 

Đặc biệt    ),( RRx   thì 







 


0

1

0 0 1n

nn
x

n

n
n x

n

a
dxxa     (5.20) 

Chứng minh:   Vì  ),(, 21 RRxx   nên tồn tại đoạn  ba,  thoả mãn:   ),(,, 21 RRbaxx  .    

Theo tính chất 1 và định lí 5.13, Mục 5.2.2  C suy ra các công thức (5.19), (5.20). 

4.   ),( RRx    luôn có.  


















1

1

'

0 n

n
n

n

n
n xnaxa                    (5.21) 

Chứng minh: Ta lấy tuỳ ý ),( RRx  sẽ chứng minh công thức (5.20) đúng tại điểm x  đó. 

Với  ),( RRx   sẽ tồn tại số r  sao cho Rrx   rõ ràng chuỗi số  


0n

n
nra  hội tụ suy 

ra  nLrara n
n

n
n

n



 , 0lim , trong đó L  là hằng số nào đó . 

Bây giờ ta xét sự hội tụ tuyệt đối của chuỗi số  






1

1

n

n
n xna  

      Ta có  
11

1 1
.


 

nn
n

n

n

n r

x
n

r

L

rr

x
ranxan  
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 Vì chuỗi số  






1

1

n

n

r

x
n

r

L
hội tụ khi  1

r

x
 (Theo tiêu chuẩn Cauchy) 

 Vậy ),( RRx   chuỗi  






1

1

n

n
n xna  hội tụ tuyệt đối. 

       Gọi bán kính hội tụ của chuỗi đạo hàm từng từ là  'R  thì rõ ràng RR '   

             Theo định lí 5.13, Mục 5.2.2. C và tính chất 1. Công thức (5.22) sẽ đúng trên  rr  ,  

vậy sẽ đúng tại x .  

       Ngoài ra ta thấy :   nxanxa n
n

n
n    ,   

             Chứng tỏ nếu chuỗi đạo hàm từng từ  hội tụ tại )','( RRx   thì chuỗi ban đầu cũng hội 

tụ tại x  do đó suy ra 'RR  . Vậy chuỗi đạo hàm từng từ cũng có bán kính hội tụ là R .  

Chú ý:   Dưới đây chúng ta sẽ công nhận các kết quả mở rộng như sau. 

a.  Nếu chuỗi luỹ thừa hội tụ tại Rx   thì nó sẽ hội tụ đều trên  R,0  

b.  Nếu chuỗi luỹ thừa hội tụ tại Rx   thì tổng )(xS  của chuỗi sẽ liên tục bên trái tại 

Rx    

c.  Nếu chuỗi luỹ thừa hội tụ tại Rx   thì công thức (5.20) vẫn đúng với Rx   

d.  Nếu chuỗi đạo hàm từng từ  hội tụ tại Rx   thì công thức (5.21) vẫn đúng với Rx  . 

Ví dụ 5.31:  Chứng minh rằng hàm số.  





0

4

)!4(n

n

n

x
y . thoả mãn phương trình vi  phân   

                                                               yy )4(  trên   

Giải: 

     Đặt Xx 4 , chuỗi luỹ thừa  


0 )!4(n

n

n

X
 có bán kính hội tụ là   vì 0

)!4(

1
lim 


n

n n
, đương 

nhiên hội tụ 0X  suy ra chuỗi ban đầu hội tụ trên  . Theo tính chất 4 sẽ có. 

                          
4 1 4 2

1 1

'  ,         "    
(4 1)! (4 2)!

n n

n n

x x
y y

n n

  

 

 
    

                          
4 3 4 4

(4)

1 1

'''    ,          
(4 3)! (4 4)!

n n

n n

x x
y y

n n

  

 

 
    

     Ta thay chỉ số  kn 1 . Vậy y
k

x
y

k

k




0

4
)4(

)!4(
 

Ví dụ 5.32:   Tính tổng của chuỗi luỹ thừa.   










1

1
1

)1(
)1(

n

n
n

nn

x
 

Giải: 

     Trước hết ta tìm bán kính hội tụ của chuỗi lũy thừa    11
)1(

)1(
lim

1




 


R

nn
n

n

n
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     Các chuỗi số  











1

1
1

)1(

)1(
)1(

n

n
n

nn
 hội tụ tuyệt đối vì  

2

1

)1(

1

nnn



 mà chuỗi  



1
2

1

n n
 hội 

tụ . Vậy chuỗi luỹ thừa hội tụ trên  1,1 . Gọi tổng của chuỗi là )(xS , rõ ràng 0)0( S .  

Theo tính chất 4 suy ra  

                          







1n n

x
xS

nn 1)1(
)('  với 11  x ,   0)0(' S  

                          11)1()1()("
01

11  








 xxxxS
k

kk

n

nn    ,    

             Từ công thức tính tổng của cấp số nhân, ta suy ra                

                          



x

dxxSxS
x

xS
0

)(")('
1

1
)("  vì  0)0(' S  

                          )1ln()1ln(
1

)(' 0

0

xx
x

dx
xS x

x




   

     Như vậy ta có công thức  11
)1(

)1ln(
1

1




 






x
n

x
x

n

nn

   ,     

            Vì 0)0( S  nên suy ra    

                           
xx

dxxdxxSxS
00

)1ln()(')(  

                           


x
x dx

x

x
xxxS

0

0 1
)1ln()(      

                                 )1ln()1ln( xxxx   

                                 xxx  )1ln()1(    với  11  x  

    Với 1x  ta có 


 


1 )1(

1
)1(

n nn
S . Ta xét tổng riêng thứ  n  của chuỗi này  

                          
)1.(

1
...

3.2

1

2.1

1

)1(

1

1 





 nnkk
S

n

k
n  

                              
1

11
...

3

1

2

1

2

1
1




nn
 

                              
1

1
1




n
 

    1lim 
 n

n
S   Vậy ta tìm được  

1                              khi 1
( )

( 1) ln( 1)   khi 1 1

x
S x

x x x x

 
       

 

Ví dụ 5.33:  Tính tổng của chuỗi hàm.  
1

3 2
( )

n

n

x
S x n

x





   
 

  

Giải:  
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 Đặt  
x

x
X

23 
 và xét chuỗi luỹ thừa  



1n

nnX  

     Bán kính hội tụ :  11lim 


Rnn

n
 

     Với  1X  nhận được các chuỗi số  





1

)1(
n

nn  phân kì, vì số hạng tổng quát không dần 

đến 0. Vậy chuỗi luỹ thừa hội tụ với 1X . Gọi tổng của chuỗi đó là ( )R X . Xét chuỗi luỹ thừa  




1n

nX . Chuỗi này hội tụ với 1X  

     Rõ ràng  
' '

2
1

1
( ) .    ,   1

1 (1 )
n

n

X
R X X X X X X

X X





            
  

     Vậy tổng của chuỗi hàm là  

                          
3 2

( )
x

S x R
x

   
 

  với  1
23



x

x
 

              Sau khi giải hệ bất phương trình trên, ta nhận được                     

                          
2

(3 2)
( )

4( 1)

x x
S x

x





   với  1

2

1
 x  

5.3.2. Khai triển một hàm số thành chuỗi luỹ thừa. 
A. Khái niệm chuỗi Taylor của hàm số )(xf  ở lân cận 0x . 

1. Giả sử hàm số Cxf )(  tại lân cận điểm 0x . Chuỗi luỹ thừa có dạng       

                          ...)(
!

)(
...)(

!1

)('
)( 0

0
)(

0
0

0  n
n

xx
n

xf
xx

xf
xf               (5.22) 

 được gọi là chuỗi Taylor của )(xf  ở lân cận điểm 0x  

2. Giả sử hàm số Cxf )(  tại lân cận điểm 0. Chuõi luỹ thừa biểu diễn trong dạng         

                          ....
!

)0(
....

!1

)0('
)0(

)(

 n
n

x
n

f
x

f
f       (5.23)        

được gọi là chuỗi M’claurin của hàm số )(xf . Vậy chuỗi M’claurin của hàm số )(xf chính là 

chuỗi Taylor của )(xf  ở lân cận 0x  

Ví dụ 5.34:   Viết chuỗi Taylor của hàm số  
x

xf
1

)(   ở lân cận 1x  

Giải: 

     Rõ ràng 
x

xf
1

)(   khả vi mọi cấp ở lân cận 1x  

                  !.)1()1(
!

.)1()( )(
1

)( kf
x

k
xf kk

k
kk    

     Vậy chuỗi Taylor của hàm số đã cho có dạng. 
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0

2 )1()1(...)1()1(...)1()1(1
k

kkkk xxxx  

Ví dụ 5.35:   Viết chuỗi M’claurin của hàm số  xexf 2)(   

Giải: 

Ta có   2 ( ) 2 ( )( ) ( ) 2 (0) 2 ,  x k k x k kf x e f x e f k       

   Vậy chuỗi M’claurin của hàm số đã cho là: 

                                 





0

22

!

2
...

!

2
...

!2

2
21

k

kkkk

k

x

k

xx
x    

Ví dụ 5.36:  Viết chuỗi M’claurin của hàm số  











00

0)(
2

1

x

xexf
x

  ,       

  ,   

Giải: 

             Ta tính 0limlim
)0()(

lim)0(' 2

2

1

00









 


ex

e

x

fxf
f

x

xx
 

     (Đặt 
x

1
,sử dụng tính chất tăng nhanh của hàm mũ so với hàm luỹ thừa) 

     Tương tự như trên sẽ nhận được  ( ) (0) 0,    kf k   

     Vậy chuỗi M’claurin của hàm đã cho là  

                                 0...
2

.0
!1

.00
2


xx

. 

Định lí 5.18:  Nếu )(xf biểu diễn dưới dạng chuỗi luỹ thừa ở lân cận 0x : 

                             ...)(...)()( 0010  n
n xxaxxaaxf  

                     thì chuỗi đó là chuỗi Taylor của )(xf  ở lân cận 0x . 

Chứng minh:  Chúng ta sẽ chỉ ra  
( )

0( )
,   

!

k

k

f x
a k

k
   . 

     Thật vậy, theo tính chất 4 thì )(xf  khả vi mọi cấp trong lân cận 0x  và có  

                       
( )( )

0 1 0 0( ) ( ) ... ( ) ... ,   
kk n

nf x a a x x a x x k             

                       ...).(2...).1(!)( 01
)(   xxkkakaxf kk

k  

                       !)( 0
)( kaxf k

k   

            Từ đó ta suy ra       
!

)( 0
)(

k

xf
a

k

k   

3. Nếu hàm số )(xf  biểu diễn dưới dạng chuỗi luỹ thừa ở lân cận 0x  thì nói rằng )(xf  

khai triển được thành chuỗi Taylor ở lân cận 0x . Tức là trong trường hợp này chuỗi Taylor của 

)(xf  ở lân cận 0x  hội tụ về chính )(xf . 
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0

0
0

)(

)(
!

)(
)(

k

k
k

xx
k

xf
xf        (5.24)  

Từ ví dụ 5.24, ta thấy hàm 
x

xf
1

)(   khai triển được thành chuỗi Taylor ở  lân cận 1x , 

cụ thể trong khoảng )2,0( . 

Từ ví dụ 5.25, ta thấy hàm số xexf 2)(   khai triển được thành chuỗi  M’claurin trong 

khoảng ),(   

  Từ ví dụ 5.26, ta thấy chuỗi M’claurin của hàm )(xf  hội tụ về 0, nghĩa là hàm số )(xf  

không khai triển được thành chuỗi M’claurin. 

B. Điều kiện để hàm số khai triển thành chuỗi Taylor. 

Định lí 5.19:  Cho Cxf )(  ở lân cận 0xx  . Để )(xf  khai triển thành chuỗi Taylor ở  

                      lân cận 0x  thì cần và đủ là phần dư Taylor )(xrn  dần đến không khi n   

Chứng minh:    
Theo Mục  3.5.1. B, ta có      n nf x P x r x   

 trong đó:      



n

k

k
k

n xx
k

xf
xP

0
0

0
)(

)(
!

)(
)( ,   

( 1)
1

0

( )
( ) ( ) ,   (0, )

( 1)!

n
n

n

f c
r x x x c x

n


  


 

       Ta lấy giới hạn hai vế của hệ thức trên sẽ có 
                                        )(lim)(lim)(lim xPxrxf n

n
n

nn 
  

                                               ( ) lim ( ) lim 0n n
n n

f x P x r x
 

    

      )(xPn  chính là tổng riêng thứ  1n  của chuỗi Taylor của )(xf . Theo định nghĩa, chứng 

tỏ chuỗi Taylor của )(xf  hội tụ về chính )(xf  trong lân cận của 0x . 

Định lí 5.20: 

       Nếu Cxf )(  ở lân cận 0xx   và trong lân cận đó có ( ) ( ) ,   kf x M k     

       thì )(xf khai triển thành chuỗi Taylor ở lân cận 0x . 

Chứng minh: 

       Từ biểu thức 
( 1)

1
0

( )
( ) ( ) ,   (0, )

( 1)!

n
n

n

f c
r x x x c x

n


  


 ta suy ra 

1

0)!1(
)(




 n

n xx
n

M
xr                             

       Dễ dàng thấy rằng chuỗi luỹ thừa  









0

1
0

)!1(

)(

n

n

n

xx
 hội tụ trên ),(   

       Từ điều kiện cần của chuỗi số hội tụ, ta suy ra 
1

0( )
lim 0

( 1)!

n

n

x x

n









 

       Vậy  lim 0n
n

r x


  

       Theo định lí 5.19,  hàm )(xf  khai triển được thành chuỗi Taylor ở lân cận 0x . 
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C. Khai triển một số hàm thường dùng thành chuỗi M’claurin. 

1. xexf )(                                                                                                 

Hàm số xe  khả vi mọi cấp và  

                        ( ) ( ) ( )( ) ( ) (0) 1,  k x k x kf x e e f k      . 

Ta lấy số thực dương tuỳ ý h . vì  

                       ( ) ( ) ,  ( , ),  k x hf x e e x h h k       

Suy ra hàm số xexf )(  khai triển được thành chuỗi M’claurin trên ),(   và có dạng  

                       
0

,   
!

n
x

n

x
e x

n





                     (5.25) 

Thay x  bởi x , ta có     
0

( 1)
,    

!

n n
x

n

x
e x

n







                                         (5.26) 

Từ đó bằng cách trừ và cộng hai chuỗi trên sẽ nhận được các khai triển sau đây: 

                       
2 1

0

sh  ,  
(2 1)!

k

k

x
x x

k





  
                   (5.27) 

                       
2

0

 ,  
(2 )!

k

k

x
chx x

k





                       (5.28) 

2. .sin)( xxf   

Ta có              ( ) ( ) sin ,  ,  
2

kf x x k k x
      

 
  

                       ( )
0        khi  2

(0) sin
2 ( 1)  khi  2 1

k

m

k m
f k

k m

 
  

  
 

Vì     sin 1,  ,  
2

x k k x
     

 
,  theo định lí 5.20, ta nhận được 

                         
2 1

0

( 1)
sin ,  

(2 1)!

m m

m

x
x x

m






  

                   (5.29) 

Tương tự          
2

0

( 1)
cos ,  

(2 )!

m m

m

x
x x

m






             (5.30) 

3. ( ) arctgf x x  

Theo ví dụ 3.11 mục 3.3.3. B, ta có 

                       ( ) ( 1)!cos .sin , 
2

n ny n y n y n
      

 
  

Ta xét    1
00

1

.
1

2
)1(sin.cos

)( 



















 

 n

n

n x
n

yny

xr



,  0 arctg ,  0 1y x    . 
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Suy ra  1,1x  thì   
1

( ) ( ) 0  khi  
1n nr x r x n

n
   


 

Vậy nhận được khai triển M’claurin của hàm số  

                      
3 5 2 1

1arctg ... ( 1) ...   ,   1,1
3 5 2 1

k
kx x x

x x x
k


         


  (5.31) 

Ta thay 1x vào công thức trên, sẽ nhận được công thức khai triển của số  .  

                     ...
12

1
)1(...

5

1

3

1
1

4
1 


 

k
k

                (5.32) 

4. ( ) ln(1 )  khi 1f x x x     

     Ta có  ( ) 1 ( ) 1( 1)!
( ) ( 1) (0) ( 1) ( 1)!,  1

(1 )
n n n n

n

n
f x f n n

x
 

      


 

      Chuỗi M’claurin có dạng là 

                          ...)1(...
32

1
32

 

n

xxx
x

n
n  

      Dưới đây ta sẽ chứng minh chuỗi này hội tụ trên  1,1  

      Thật vậy, phần dư  M’claurin thứ  n  trong dạng Lagrange là: 

                          
 

1

1

( 1)
( ) ,   0 1

1 (1 )

n n

n n

x
r x

n x









  

 
 

      *      1,0x  thì  1
)1( 1

1


 



n

n

x

x


. Vậy 

1
( ) 0  khi  

1nr x n
n

  


 

     Ta xét phần dư  M’claurin trong dạng Cauchy (Xem Mục  3.5.1. B ) 

                          10
)1(

)1(
)1()(

1
1 




 
 




   ,   
n

n
nn

n x
xxr  

      *     )0,1(x  ta có  

                          
nn

n xx

x
xr 


















1

1
.

1
)(

1

 vì  xx  11  

      Ngoài ra         11 x  và 0
1


n
x  khi n  

      Vậy    0)( xrn  khi n . Theo định lí 5.19 sẽ có: 

             




 
1

11
32

1,1  ,  )1(...)1(...
32

)1ln(
n

n
n

n
n x

n

x

n

xxx
xx  (5.33) 

      Nói riêng, với 1x  ta nhận được. 

           ...
1

)1(...
3

1

2

1
12ln 1  

n
n       (5.34)       

      Thay  x  bởi x  vào (5.32) ta sẽ có. 

           





1

32

......
32

)1ln(
n

nn

n

x

n

xxx
xx  
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Từ đó ta suy ra  

                     )1,1(
12

.2
1

1
ln

0

2






 





x
m

x
x

x

x

m

m

   ,                               (5.35) 

      5. ( ) (1 ) ,  \f x x       

Theo Mục  3.5.1. C nhận được chuỗi M’claurin của )(xf  như sau. 

                           ...
!

)1)...(1(
...

!2

)1(
1 2 





 nx

n

n
xx

  

Dùng công thức D’Alembert nhận được bán kính hội tụ của chuỗi trên là  1R . Phần dư  

M’claurin trong dạng Cauchy sẽ là. 

              10   ,   )1.(
!

)1)()...(1(
)( 1

1




 


 
nn

n

n x
n

xn
xr  

 Ta biểu diễn phần dư này dưới dạng 

              
n

n
n x

xxx
n

n
xr 













 


 

1

1
.)1(  .

.....2.1

)11)...(2)(1(
)( 1  

Với )1,1(x  thì   

              
1

1 1 0  khi 
1

n

x n
x

 

        

 

                   111
1)1(1




  xxxxxx  

 Chứng tỏ 1)1(   xx  luôn bị chặn và không phụ thuộc vào n.  

Một mặt dễ nhận thấychuỗi luỹ thừa  

                             






1 !

)11)...(2)(1(

n

nx
n

n
 có bán kính hội tụ là 1.  

 Do đó số hạng tổng quát của nó dần về 0 khi n ,   ( 1,1)x   .    

 Kết hợp ba kết luận trên, ta suy ra lim ( ) 0,  ( 1,1)n
n

r x x


    .                                                                           

Vậy ta có khai triển nhị thức, mang tên gọi là công thức Newton. 

           ...
.....2.1

)1)...(1(
...

2.1

)1(
1)1( 2 





 nx

n

n
xxx

  

                        )1,1(
!

)1)...(1(
1

1




 




xx
n

n

n

n    ,   


                (5.36) 

     Sự hội tụ của chuỗi nhị thức tại 1x    phụ thuộc vào  , chúng ta không xem xét vấn đề 

này. Tuy nhiên dưới đây chúng ta thay  
1 1

1,  ,  
2 2

     sẽ nhận được lần lượt các khai triển 

ứngvới 1x   . 

          )1,1(...)1(...1
1

1 2 


xxxx
x

nn    ,                    (5.37) 
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              ...
!)!2(

!)!32(
)1(...

128

5

16

1

8

1

2

1
11 1432 


  nn x

n

n
xxxxx   

                                                                                     1,1x                (5.38) 

             1,1 , ...
!)!2(

!)!12(
)1(...

8

3

2

1
1

1

1 2 





xx
n

n
xx

x
nn   (5.39) 

Ví dụ 5.37:  Khai triển hàm số  
)2)(1(

)(



xx

x
xf  thành chuỗi luỹ thừa của )1( x  

Giải:   

     Thực chất của bài toán là khai triển hàm số đã cho thành chuỗi Taylor ở lân cận 1x  

            Ta biểu phân tích hàm số trong dạng   
1

1

2

2

)2)(1(
)(










xxxx

x
xf  

     Áp dụng công thức (5.37) sẽ có  

                                42
3

1
)1(

3

2

3

1
1

1
.

3

2

13

2

2

2

0







 










 




x
x

xxx n

n
n    ,    

                           31
2

1
)1(

2

1

2

1
1

1
.

2

1

12

1

1

1

0







 










 




x
x

xxx n

n
n    ,   

       Vậy ta có 

                            



 





 




0
11

31)1(
2

1

3

2
)1(

)2)(1(
)(

n

n
nn

n xx
xx

x
xf    ,    

Ví dụ 5.38   Khai triển hàm số   


x

x

dx
xf

0
21

)(  thành chuỗi luỹ thừa của x . 

Giải: 

     Ta có
21

1
)('

x
xf


  Theo công thức (5.39) ta nhận được 

               








1

2 1,1
!)!2(

!)!12(
)1(1)('

n

nn xx
n

n
xf    ,    

      Rõ ràng         
x

dxxfxf
0

)(')(  vì  0)0( f  

     Suy ra             




 





1

12 1,1.
)12(!)!2(

!)!12(
)1()(

n

nn xx
nn

n
xxf    ,    

Ví dụ 539:   Tính các hệ số 43,aa  trong khai triển  





0

sin

n

n
n

x xae  

Giải: 

     Nhớ rằng các chuỗi cho bởi công thức (5.25) , (5.29) hội tụ tuyệt đối x   



Chương 5:  Lý thuyết chuỗi 

 253

    

Vậy ta có. 

                        ...
!4

sin

!3

sin

!2

sin

!1

sin
1

432
sin 

xxxx
e x  

                        ...
!5!3

sin
53


xx

xx  

             Suy ra     

23
2 4 2 4 51

sin ( ) ( )
3! 3

x
x x o x x x o x

 
      
 

 

                            3 3 5sin ( )x x o x   

                            4 4 4sin ( )x x o x   

     Do đó    
3 2 3 4

sin 4 41
1 ( )

3! 2 6 6 24
x x x x x

e x x o x         

    Từ đó tìm được:   3 4

1 1 1
0,   

6 24 8
a a       

Ví dụ 5.40:   Khai triển hàm số  xxexf )(  thành chuỗi luỹ thừa của 1x . 

Giải: 

            Ta có     11)1()(   xxx eexexexf  

                                            


















 











 





0

1

00 !

)1(

!

)1(

!

)1(

!

)1(
)1(

n
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n

n

n

n
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x
e

n

x

n

x
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n
e  

5.4. CHUỖI FOURIER 

5.4.1. Các khái niệm  chung. 

A. Chuỗi lượng giác. 

     Chuỗi hàm có dạng       





1

0 sincos
2 n

nn nxbnxa
a

                (5.40) 

trong đó   0 ,  ,  ,  1,2,...n na a b n   là các hằng số, được gọi là một chuỗi lượng giác. 

B. Điều kiện hội tụ của chuỗi lượng giác. 

Định lí 5.21: Nếu các chuỗi số  
1 1

,     n n
n n

a b
 

 
   hội tụ tuyệt đối thì chuỗi lượng giác (5.40)   

                     hội tụ tuyệt đối và đều trên tập  . 
Chứng minh:   x   ta luôn có  nnnn banxbnxa  sin.cos.  

Vì các chuỗi 
1 1

,  n n
n n

a b
 

 
  hội tụ tuyệt đối nên chuỗi số   






1n

nn ba  hội tụ, theo tiêu 

chuẩn Weierstrass suy ra chuỗi (5.40) hội tụ tuyệt đối và đều trên tập  . 
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Định lí 5.22:   Nếu các dãy số    n ,  na b  đơn điệu giảm và hội tụ về 0 khi n  thì  

                       chuỗi lượng giác (5.40) hội tụ trên tập   \ 2 ,  X m m    

Chứng minh:  Với mx 2 , m  ta xet các hàm số: 

                       
1 1

cos ,               sin  
n n

n k n k
k k

A a kx B b kx
 

    

Ta sẽ chứng minh sự hội tụ của các dãy hàm   nA  và  nB  

       Ta có         
















 






 

n

k
k

n

k
kn xkxkakx

x
aA

x

11 2

1
sin

2

1
sincos

2
sin2

2
sin2  

                                         


 





 






 

n

k
kkn xkaa

x
axna

2
11 2

1
sin)(

2
sin

2

1
sin  

Vì  0
2

1
sinlim 






 


xnan

n
 và  kkkkkk aaaaxkaa 






   111 2

1
sin)(  

 Mặt khác ta có    n

n

k
kk aaaa 


 1

2
1 )(  nên chuỗi số 




 

2
1 )(

k
kk aa  hội tụ về  1a  . 

Theo tiêu chuẩn Weierstrass suy ra  

                           )(
2

1
sin)( 1

2
1 xSxkaa

k
kk 






 




  

       Vậy  nA
x

2
sin2  hội tụ về  )(

2
sin 11 xS

x
a   

       Từ đó suy ra     1 1( )
lim ( ),  2 ,  

2 2sin
2

n
n

a S x
A A x x m m

x



        

Tương tự ta chứng minh được  
                                lim ( ),  2 ,  n

n
B B x x m m


     

       Chứng tỏ chuỗi lượng giác (5.41) hội tụ về  

                                           0 ( ) ( ),   2 ,   
2

a
A x B x x m m      

C. Chuỗi Fourier. 

      Cho hàm số  )(xf  khả tích trên   , , chuỗi lượng giác có dạng  

             





1

0 sincos
2 k

kk kxbkxa
a

      (5.41) 

trong đó   















 
kxdxxfbkxdxxfadxxfa kk sin)(

1
cos)(

1
)(

1
0   ,    ,  , ,...2,1k  (5.42) 

được gọi là chuỗi Fourier của hàm số )(xf , các hằng số tính theo công thức (5.42) gọi là các hệ 

số Fourier của hàm số )(xf . 



Chương 5:  Lý thuyết chuỗi 

 255

  

D. Chuỗi Fourier trong dạng phức. 

Từ công thức Euler. 

                      
1 1

cos ( ),   sin ( )
2 2

ikx ikx ikx ikxkx e e kx e e
i

                    (5.43) 

       Ta thay (5.43) vào (5.41) sẽ nhận được chuỗi trong dạng  

                       




 
1

0 )(
2

1
)(

2

1

2 k

ikxikx
k

ikxikx
k ee

i
beea

a
 

                       





1

0 )(
2

1
)(

2

1

2 k

ikx
kk

ikx
kk eibaeiba

a
 

Từ công thức (5.42) suy ra  

             













 
dxexfdxkxikxxfiba ikx

kk )(
1

)sin)(cos(
1

 

             









 
dxexfdxkxikxxfiba ikx

kk )(
1

)sin)(cos(
1

 

Dễ nhận thấy   kkkk ibaiba    

Ta đặt       )(
2

1
kkk ibac   thì  kkk ciba  )(

2

1
 

Như vậy   ,...3,2,1)(
1

        ,    


 kdxexfc ikx
k




               (5.44) 

Ngoài ra ta có 

                        0
.0.

0 )(
1

)(
1

cdxexfdxxfa xi  












 
 

       Vậy chuỗi Fourier được đưa về dạng 

             







1
0

k

ikx
k

ikx
k ececc    hay      



k

ikx
kec                                               (5.45)   

được gọi là chuỗi Fourier của hàm )(xf trong dạng phức. 

E. Hàm số khai triển thành chuỗi Fourier. 

Nếu trong   ,  chuỗi Fourier (5.41) hội tụ về chính hàm số )(xf  thì nói rằng 

hàm )(xf  khai triển được thành chuỗi Fourier trên    , . 

Định lí 5.23:   Nếu )(xf  biểu diễn thành chuỗi lượng giác (5.41) trên   ,  và các chuỗi số   

                      






 11 i
i

i
i ba   ,   hội tụ tuyệt đối thì chuỗi đó chính là chuỗi Fourier của )(xf . 

Chứng minh:   Giả sử )(xf biểu diễn dưới dạng  

                        





1

0 sincos
2

)(
k

kk kxbkxa
a

xf                  (5.46) 
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Ta sẽ chỉ ra  0 ,  ,    ( 1, 2,...)k ka a b k   chính là hệ số Fourier của )(xf , tức là tính theo 

công thức (5.42). 

Thật vậy, do chuỗi (5.45) hội tụ đều về )(xf trên   ,  nên có thể thực hiện phép lấy 

tích phân từng từ  

                          




 














kxdxbkxdxa
a

dxxf
k

kk sincos
2

)(
1

0  

                                         






 dxxfaa )(

1
00  

Nhân cả hai vế của (5.46) với )0(cos mmx   ,  sau đó ta lấy tích phân sẽ có  

 


 


1

0 cos.sincos.coscos
2

cos)(
k

mkk amxdxkxbmxdxkxamxdx
a

mxdxxf
















  

Suy ra         






mxdxxfam cos)(

1
 

Trong tính toán trên chúng ta đã sử dụng các kết quả nhận được dưới đây. 

     sin 0,  kxdx k




    ,    








 02

00
cos

k

k
kxdx

      

        







 

     sin .cos 0,  ,  kx mxdx k m




       ,    

0    khi   

cos .cos 2  khi  0

    khi 0

k m

kx mxdx k m

k m









  
  

  

     
0  khi  ,   0

sin .sin
  khi  0

k m k m
kx mxdx

k m



 

  
   

  

Tương tự nhận được  

                                   






mxdxxfbm sin)(

1
 

5.4.2. Điều kiện đủ để hàm số khai triển thành chuỗi Fourier. 

Định lí 5.24 (Định lí Dirichlet):    Nếu )(xf  tuần hoàn với chu kỳ 2 , đơn điệu từng khúc  

                    và bị chặn trên   ,  thì chuỗi Fourier của hàm số  )(xf  hội tụ về tổng   

                    )(xS  trên tập  đồng thời tổng )(xS  có tính chất: 

                              1
( ) ( 0) ( 0) , 

2
S x f x f x x          (5.47) 

      Chúng ta thừa nhận định lí này. Công thức (5.47) cho thấy nếu )(xf  liên  tục tại x  thì   

)()( xfxS   như vậy coi rằng hàm số )(xf  thoả mãn các điều kiện của định lí Dirichlet thì khai 

triển được thành chuỗi Fourier. 

 



Chương 5:  Lý thuyết chuỗi 

 257

 

      Sau đây là các chú ý rất quan trọng liên quan đến việc khai triển thành chuỗi Fourier của 

hàm số )(xf  thoả mãn các điều kiện của định lí Dirichlet. 

Chú ý: 

a.  Khi )(xf tuần hoàn với chu kỳ lT 2 , bằng phép đổi biến  










Yy

X
l

x
  

 ta sẽ nhận được hàm số  )()( xfXF  . Hàm số mới tuần hoàn với chu kỳ 2 .   

Ta có:      

                            





1

0 sincos
2

)(
n

nn nXbnXa
a

XF   

       Trở về hàm số ban đầu nhận được                                                                

                              





1

0 sincos
2

)(
n

nn l

x
nb

l

x
na

a
xf


     (5.48)       

                  ,...2,1sin)(
1

cos)(
1

)(
1

0  


ndx
l

x
nxf

l
bdx

l

x
nxf

l
adxxf

l
a

l

l

n

l

l

n

l

l

  ,    ,    ,  


 

           (5.49) 

b. Khi )(xf  tuần hoàn với chu kỳ lT 2  được mô tả bởi biểu thức giải tích trên 

)2,( l thì không nên sử dụng công thức (5.49) để tính các hệ số Fourier mà dựa vào tính chất 

hàm tuần hoàn của hàm số (Xem ví dụ 4.7.d. Mục 4.2.2) và ta nhận được công thức sau: 

     
2 2 2

0

1 1 1
( ) ,  ( ) cos ,  ( ) sin

l l l

n n

x x
a f x dx a f x n dx b f x n dx

l l l l l

  

  

   

       (5.50) 

c. Khi )(xf  là hàm số chẵn thì 
l

x
nxf


cos)(  là hàm số chẵn và  
l

x
nxf


sin)(  là hàm số 

lẻ do đó khai triển có dạng. 

         





0

cos)(
k

k l

x
kaxf


,  trong đó 
0

2
( ) cos ,   0,1,2,...

l

k

x
a f x k dx k

l l


   (5.51) 

      Tương tự nếu )(xf  là hàm số lẻ thì  

         
1 0

2
( ) sin ,  ( )sin

l

k k
k

x x
f x b k b f x k dx

l l l

 



       (5.52) 

d. Tương tự như trong phần khai triển thành chuỗi luỹ thừa,  nhờ vào khai triển thành 

chuỗi Fourier có thể tính được tổng một số chuỗi đặc biệt. 

Ví dụ 5.41:  Cho hàm số )(xf  tuần hoàn với chu kỳ bằng 2 và có dạng  

                    ( ) 2 ,      (0, 2)f x x x   . Hãy khai triển hàm số thành chuỗi Fourier 

                    Từ đó hãy tính tổng  


 



0 12

)1(

m

m

m
S  
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Giải:         Đồ thị của hàm số được mô tả trên hình 5.1. 

                                                                  y  

                                                                    

                                                                 

     

 

     

                                                                                                                             x 

               -4                        -2                     0                         2                      4          

 

                                                                  H.5.1  

Hàm số thoả mãn các điều kiện của định lí Dirichlet và có các điểm gián đoạn loại 1 

tại 2 ,  x k k  . 

 Áp dụng công thức (5.42) ta tính các hệ số Fourier của hàm số. 

         2)2(
2

1
)2( 0

2
2

2

0

0   xdxxa  

          



2

0

2
0

2

0

sin
1

sin
2

cos)2( xdxk
k

xk
k

x
xdxkxak 





  

             ,...2,10cos
1 2

022
 kxk

k
    ,    


 

          



2

0

2
0

2

0

cos
1

cos
2

sin)2( xdxk
k

xk
k

x
xdxkxbk 





  

             ,...2,1
2

sin
12 2

022
 k

k
xk

kk
    ,    





 

Vậy   
1

2 sin
2 1 ,  2 ,  

k

k x
x x k k

k








       , hay   
1

2 sin
1

k

k x
x

k








                 

      Ta thay 
2

1
x  vào khai triển trên sẽ nhận được  

                              S
kk

k









0 12

)1(

4


 

Ví dụ 5.42:   Hãy khai triển thành chuỗi Fourier hàm số )(xf  tuần hoàn với chu  

                      kỳ 2  và  xxf )(  với   ,x .  

                     Từ đó tính tổng   


 


0
2)12(

1

m m
S  
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Giải: 

 Đồ thị hàm số cho bởi hình 5.2 

                                                        y                   

               

                                                           

 

 

                                                                                                                        x 

            2                                0                                      2                 3  

 

                                                  H.5.2 

Hàm số đã cho là chẵn, liên tục x  và thoả mãn định lí Dirichlet.  

              




 
0

0

2
xdxa  

              







 






 0

0

0

sin
1

sin
2

cos
2

nxdx
n

nx
n

x
nxdxxan  

                   















)12(
)12(

4

20

1)1(
2

cos
2

2
202 mn

m

mn

n
nx

n
n

  ,  

  ,                     




   

                                                                                       ....210 ,  ,  , m  

Vậy      x
m

xm
x

m





 




   ,   
0

2)12(

)12cos(4

2 


 

Ta thay  0x  vào công thức trên nhận được  

             ...
7

1

5

1

3

1
1

)12(

1

8 222
0

2

2




 


m m


 

Ví dụ 5.43:   Cho hàm số )(xf  tuần hoàn với chu kỳ là  , biết  

                       ,  ),0(cos)(  xxxf . Hãy khai triển Fourier hàm số đã cho  

Giải: 

      Đồ thị hàm số cho bởi hình 5.3 
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                                                              y 

 

                                                                   1 

                                                                       

                                                                                                                                      x 

        2   
2

3
                 

2


            0           

2


                    

2

3
          2     

 

                                                                   -1 

                                                                        H.5.3 

                                                                    

      Hàm số là lẻ và thoả mãn định lí Dirichlet, có các điểm gián đoạn ,  x k k       

                      
2

0

2

0

)12sin()12sin(
2

2sin.cos
4




dxxnxnnxdxxbn  

                        0

2

)12cos(
12

1
)12cos(

12

12


 



 





 xn

n
xn

n
 

                        
14

8

12

1

12

12
2 















n

n

nn 
 

      Vậy       ),0(
14

2sin

8
cos

1
2





 





x
n

nxn
x

n

    ,      

5.4.3. Khai triển thành chuỗi Fourier của một hàm số bất kỳ. 

Xét hàm số )(xf  đơn điệu từng khúc và bị chặn trên ),( ba , ba  . Bây giờ chúng ta  sẽ 

biểu diễn hàm số dưới dạng một chuỗi lượng giác trên ),( ba . Có nhiều cách biểu diễn, tuy nhiên 

thường dùng các phương pháp sau đây: 

A. Thác triển tuần hoàn. 

Ta lập hàm số ( )F x  tuần hoàn với chu kì abT   và ),()()( baxxfxF   , . 

       (Xem hình 5.4) 

Rõ ràng ( )F x  khai triển được thành chuỗi Fourier và ( ) ( ),  ( , )F x f x x a b   .    

     Vậy tại các điểm liên tục của )(xf  trên ),( ba  ta có: 

                    





1

0 sincos
2

)(
k

kk l

xk
b

l

xk
a

a
xf


                (5.53) 

 trong đó    , 



b

a

dxxf
l

a
ab

l )(
1

2 0  

                              ,...2,1sin)(
1

cos)(
1

  kdx
l

xk
xf

l
bdx

l

xk
xf

l
a

b

a

k

b

a

k  ,  , 


     (5.54) 
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                                             y 

 

 

 

                                                         

                                                           )(xf  

 

 

        Ta                            a       O                         b                               Tb       x 

 

                                                 H.5.4 

B. Thác triển chẵn, thác triển lẻ. 

Ngoài phương pháp thác triển tuần hoàn đã đề cập ở trên, ta xét thêm trường hợp hàm số 
)(xf  cho trên khoảng  (0, ) hay 0,a  ,  0a a  .  Ứng với trường hợp này sẽ có thêm  phương pháp 

thác triển lẻ hoặc chẵn hàm số đã cho, cụ thể ta tiến hành như sau: 

Lập hàm số )(xFl  tuần hoàn với chu kì aT 2  và xác định theo công thức 

                
( )   khi  0

( )
( )        khi  0l

f x a x
F x

f x x a

    
   

 

Xem hình 5.5 

                                                                 y 

 

 

 

 

 

 

         a3                    a             0              a                         a3                           x 

                         

 

 

                                                     H 5.5 

Trên cơ sở khai triển hàm số lẻ )(xFl , tuần hoàn với chu kì a2  (Xem chú ý c. Mục 5.4.2), 

chúng ta nhận được công thức sau đây tại các điểm liên tục của )(xf  trên ),0( a . 
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              ,...2,1sin)(
2

sin)(
01

 




kdx
a

xk
xf

a
b

a

xk
bxf

a

k
k

k    ,      ,   


            (5.55) 

Lập hàm số  )(xFc  tuần hoàn với chu kì aT 2 , xác định theo công thức 

                     
( )   khi   0

( )
( )      khi   0c

f x a x
F x

f x x a

   
   

 

Xem hình 5.6. 

                                                             y 

 

 

 

 

 

 

         a3                            a            O               a                               a3           x 

 

                                                            H.5.6 
Hàm số )(xFc là hàm số chẵn và thoả mãn định lí Dirichlet, khai triển được thành chuỗi 

Fourier. Vậy tại các điểm liên tục của )(xf  trên ),0( a   sẽ có: 

         ,...2,1,0cos)(
2

cos
2

)(
01

0  




kdx
a

xk
xf

a
a

a

xk
a

a
xf

a

k
k

k   ,    ,  


  (5.56) 

Như vậy, nhờ vào thác triển lẻ hoặc chẵn hàm số ta sẽ nhận được khai triển theo hệ các 

hàm sin hoặc côsin của hàm số )(xf .. 

Ví dụ 5.44:   Cho )1,0()(  xxxf   ,   

a. Khai triển hàm số thành chuỗi Fourier. 

b. Khai triển hàm số theo các hàm sin 

c. Khai triển hàm số theo các hàm côsin. 

Giải: 

a. Bằng cách thác triển tuần hoàn hàm số với chu kì 1T , theo công thức (5.53) ta nhận 

được: 

                                           xkbxka
a

x k
k

k  2sin2cos
2 1

0  




 

                     12
1

0

0   xdxa  
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1

0

1
0

1

0

2sin
2

1
2sin

2
22cos2 xdxk

k
xk

k

x
xdxkxak 





   

                        ,...2,102cos
)(2

1 1
02

 kxk
k

   ,    


 

                   







 

1

0

1
0

1

0

2cos
2

1
2cos

2
22sin2 xdxk

k
k

k

x
xdxkxbk 





  

                       ,...2,1
1

 k
k

     ,    


 

              
1

1 1 sin 2
,  (0,1)

2 k

k x
x x

k








    

      b. Bằng cách thác triển lẻ hàm số , theo công thức ( 5.54 ) tasẽ có: 

                    )1,0(sin
1






xxkbx
k

k     ,      

                   







 

1

0

1
0

1

0

cos
1cos

2sin2 xdxk
kk

xkx
xdxkxbk 


  

                       ,...2,1)1(
2

sin
)(

2cos2 11
02

  k
k

xk
kk

k k     ,    






 

                   







1

1 sin)1(2

k

k

k

xk
x




 

     Công thức này đúng trên   1,0  

c. Bằng cách thác triển chẵn hàm số (Xem 5.51 ) 

                 )1,0(cos
2 1

0  




xxka
a

x
k

k      ,       

                 12
1

0

0   xdxa  

                 







 

1

0

1
0

1

0

sin
1sin

2cos2 xdxk
kk

xkx
xdxkxak 


  

                      1
02 2

2 2

0                       khi  2
2 2

cos ( 1) 1 4
    khi  2 1( ) ( )

(2 1)

k

k n

k x
k nk k

n


 




        

 

                  


 



0

22 )12(

)12cos(4

2

1

n n

xn
x




 

    Công thức này đúng trên  1,0  

   Ta thay 0x  hoặc 1x  vào công thức trên sẽ nhận được tổng của một chuỗi số   
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                 ...
5

1

3

1
1

)12(

1

8 22
0

2

2







n n


 

Ví dụ 5.45:    Cho hàm số  ( ) sin ,  (0, )f x x x   . Hãy khai triển thành chuỗi Fourier chỉ   

                      chứa các hàm côsin 

Giải: 

     Thác triển chẵn hàm số đã cho ta sẽ có. 

                 





1

0 cos
2

sin
k

k kxa
a

x  

trong đó  

                 


 4
sin

2

0

0   xdxa  

                   


 00

)1sin()1sin(
1

cossin
2

dxxkxkkxdxxak  

     Suy ra   02cos
2

1
01  


xa  

                 

 0)1cos(
1

1
)1cos(

1

11
 



 





 xk

k
xk

k
ak  

                      1

2

0                    khi   2 1
1 1 1

( 1) 1 4 1
1 1 .    khi   2

4 1

k

k n

k k k n
n





 

             

 

     Vậy        


,0
14

2cos42
sin

1
2




 




x
n

nx
x

n

    ,     

     Thay 0x  vào công thức trên ta sẽ nhận được:  

                                            


 


1
2 14

1

2

1

n n
 

Ví dụ 5.46:   Chứng minh rằng 

                

    khi   0
32 3

    khi   
34 3

cos5 cos7 cos11 2
cos ... 0           khi   

5 7 11 3 3
2

   khi   
34 3

2
   khi      

32 3

x

x

x x x
x x

x

x

 

 

 

 

  

  

 

      

 

  


 



Chương 5:  Lý thuyết chuỗi 

 265

Giải: 

     Ta gọi tổng của chuỗi là )(xS . Như vậy )(xS .xác định trên  ,0  và các số  hạng của 

chuỗi  là các hàm côsin vậy chuỗi đó chính là thác triển chẵn của hàm )(xf  nào đó cho trên 

),0(  . Vì vậy chúng ta hãy xét hàm )(xf  trong dạng: 

                 

1
   khi    0

2 3
2

( ) 0    khi    
3 3

1 2
 khi   

2 3

x

f x x

x



 

 

  

  

  

 

     Ta khai triển hàm )(xf  theo các hàm côsin 

                 0

1

2
( ) cos ,  (0, ),  ,  

2 3 3k
k

a
f x a kx x x

 




     

                            0
2

1

2

12

3

2

3

0

0 
















 







dxdxa  

                            
















 







3

2

3

0

coscos
1

kxdxkxdxak  

                                 
6

cos
2

sin
2

3

2
sin

3
sin

1 





kk

k

kk

k




   

                                 

0                                       khi   2

2( 1) (2 1)
cos    khi   2 1

(2 1) 6

m

k m

m
k m

m





     

 

     Suy ra 

                         2 1

*

0                   khi   3 1,      

3
      khi   3 ,     

(6 1)

3
   khi   3 1,     

(6 1)

m

m k k

a m k k
k

m k k
k








   
   

   









 

     Vậy       
0 1

3 os(6 1) cos(6 1)
( )

6 1 6 1k k

c k x k x
f x

k k

 

 

      
  3 os5 os7

cos ...
5 7

c x c x
x


     
 

 

 

                           3 os5 os7 3
( ) cos ...

5 7

c x c x
f x x S x
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Theo định lí Dirichlet ta nhận được hàm số )(xS  chính là tổng của chuỗi.  

Từ đó suy ra               ( )
3

f x S x


 . Vậy hệ thức được chứng minh. 

Ví dụ 5.47:   Cho hàm số )(xf  tuần hoàn với chu kì 2  có các hệ số Fourier là   

                      ,...2,10 kbaa kk  ,  ,  ,  . Hãy tính các hệ số Fourier của )( hxf   )( consth  . 

Giải: 
     Giả sử các hệ số Fourier của )( hxf   là ,...2,10 kBAA kk  ,  ,  , . Khi đó ta có 

                  00 )(
1

)(
1

adxxfdxhxfA
h

h

 










 
 

                 





h

h

k dxhxkxfkxdxhxfA






 
)(cos)(

1
cos)(

1
 

                     









h

h

h

h

kxdxxfkhkxdxxfkh






 
sin)(

1
.sincos)(

1
.cos  

                     cos sin ,   1, 2,...k ka kh b kh k    

     Tương tự ta tìm được 
                 cos sin ,  1,2,...k k kB b kh a kh k    

5.5. TÍCH PHÂN FOURIER 

5.5.1. Tích phân Fourier như là giới hạn của chuỗi Fourier. 

     Giả sử hàm )(xf  cho trên ),( ll  thoả mãn các điều kiện nào đó, chẳng hạn các điều kiện     

của định lí.5.24. Khi đó ta thay các hệ số ,  k ka b cho bởi (5.54) vào (5.53) và rút gọn sẽ nhận được    

                 
1

1 1
( ) ( ) ( ) cos ( ) , 

2

l l

kl l

k
f x f u du f u u x du x l

l l l



 

       (5.57) 

     Bây giờ cho hàm )(xf  xác định trên ),(  .Vấn đề đặt ra là lập công thức cho hàm số 

)(xf  trên ),(  . Chúng ta sẽ xét giới hạn công thức (5.57) khi l . 

     Giả sử  




dxxf )(  hội tụ. Từ đó ta có  

                                       0)(
2

1
lim 




l

l
l

duuf
l

 

     Ta nhận thấy rằng chuỗi trong vế phải công thức (5.57) có thể biểu diễn như sau: 

                                                 1
1

1
( )cos ( )

l

k k
k l

z f u z u x du





 

    

    trong đó  1,  ,  1,2,...k k k k

k
z z z z k

l l
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  Biểu thức trên là tổng tích phân của  hàm số     
1

( ) cos ( )f u z u x du






                 

    Xet trên khoảng  ,0  ứng với một cách chia và một cách chọn các điểm kz  

     Như vậy qua giới hạn nhận được. 

                            
0

1
( ) ( )cos ( )f x dz f u z u x du



 



       (5.58) 

    hay                   
0

( ) ( ) cos ( ) sinf x a z zx b z zx dz


      (5.59) 

    trong đó  

                 
1 1

( ) ( ) cos ,  ( ) ( )sina z f u zudu b z f u zudu
 

 

 

                 (5.60) 

     Công thức (5.58) hay (5.59), (5.60) được gọi là công thức tích phân Fourier của hàm 

)(xf , còn các tích phân ở vế phải  được gọi là tích phân Fourier của )(xf . 

5.5.2. Điều kiện đủ của công thức tích phân Fourier. 

     Cũng tương tự  như định lí Dirichlet, dưới đây chúng ta sẽ đưa ra các dấu hiệu đủ để có 

công thức tích phân Fourier mà không chứng minh. 

Định lí 5.25 (Định lí Dirichlet-Jordan): 
                   Tích phân Fourier của )(xf  tại điểm 0x  hội tụ và có giá trị là 

                                     )()(
2

1
)( 000

  xfxfxS  

                   nếu hàm )(xf  thỏa mãn các điều kiện sau: 

                   1.  Liên tục từng khúc trên mọi đoạn hữu hạn, 

                   2.  Có đạo hàm trái và đạo hàm phải tại mọi điểm, 
                   3.  Khả tích tuyệt đối trên  ,  .      

5.5.3. Các dạng đặc biệt của công thức tích phân Fourier. 

A. Hàm )(xf  là hàm số lẻ. 

Từ công thức (5.61) ta nhận thấy: nếu )(xf  là hàm số lẻ thì ( ) 0a z   và khi đó 

                   
0

1 2
( ) ( )sin ( )sinb z f u uzdu f u uzdu

 

 



    

Vậy            
0 0

2
( ) sin ( )sinf x zxdx f u zudu



 

       (5.61) 

B. Hàm )(xf  là hàm số chẵn. 

Tương tự như trên, trong trường hợp này nhận được. 
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0 0

2
( ) cos ( ) cosf x zxdz f u zudu



 

         (5.62) 

TÓM TẮT NỘI DUNG CHƯƠNG V. 

  Điều kiện hội tụ của chuỗi số. 
  Điều kiện cần của chuỗi số hội tụ là số hạng tổng quát na  dần đến 0 khi     :n   

                              0lim 
 n

n
a                              

  Tính chất của chuỗi số hội tụ. 

1. Tính chất hội tụ hay phân kì của chuỗi số vẫn giữ nguyên khi thay đổi hữu hạn số hạng   

đầu tiên của chuỗi .                                                                  

2. Nếu chuỗi số hội tụ về S thì chuỗi  


1i
ia  hội tụ về S .                                                     

3.  Nếu các chuỗi   


1i
ia  và  



1i
ib  hội tụ tương ứng về A và B thì chuỗi tổng                                                   

                                           





1

)(
i

ii ba  hội tụ về A+B.    

  Các tiêu chuẩn về sự hội tụ của chuỗi số dương 

 1. Các định lí so sánh. 

Cho 2 chuỗi số dương  


1i
ia   (a)   và  



1i
ib   (b) 

A.        Giả sử  *
0 0  ,    ,  n na b n n n     

            Khi đó:  Nếu chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) hội tụ . 

                    Nếu chuỗi (a) phân kì thì chuỗi (b) phân kì . 

 B.     Giả sử  k
b

a

n

n

n



lim .  Khi đó: 

                         Nếu  k0  hai chuỗi (a) và (b) cùng hội tụ hoặc cùng phân kì 

                   Nếu 0k  và chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) hội tụ. 

                   Nếu k  và chuỗi (b) phân kì thì chuỗi (a) phân kì . 

2. Tiêu chuẩn D’Alembert. 

Gọi    1n
n

n

a
D

a
 

  
 

 là dãy D’Alembert                     

Nếu tồn tại số *q   sao cho 1 qDn  thì chuỗi hội tụ  

Nếu  1nD  thì chuỗi phân kì                              

       Giả sử  DDn
n




lim .  Khi đó: 

              Nếu 1D  chuỗi phân kì, 1D  chuỗi hội tụ, 1D  chưa kết luận. 
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3. Tiêu chuẩn Cauchy. 

Gọi     n
n nC a   là dãy Cauchy        

Nếu tồn tại số  *
 Rq   sao cho 1 qCn  thì chuỗi số hội tụ  

Nếu  1nC  thì chuỗi số phân kì . 

Giả sử  CCn
n




lim .  Khi đó: 

             1C  chuỗi phân kì, 1C  chuỗi hội tụ, 1C  chưa kết luận                                               

4. Tiêu chuẩn tích phân Cauchy-Mclaurin. 

  Giả sử  )(xf  dương và liên tục trên  ,1  thoả mãn các điều kiện. 

            ( ) ,   lim ( ) 0,   ( )n
x

f n a f x f x


   đơn điệu giảm      

Khi đó chuỗi  


1n
na  hội tụ hay phân kì cùng với sự hội tụ hay phân kì của tích phân     




1

)( dxxf        

   Tiêu chuẩn hội tụ của chuỗi số đan dấu 

       Cho chuỗi    1

1

1
i

i
i

a






  , nếu dãy  na thoả mãn các điều kiện : 

     1.  Dãy  na  đơn điệu giảm:   1,  n na a n    

     2.  0lim 
 n

n
a  

thì chuỗi đan dấu hội tụ về tổng S  và  1aS   

  Chuỗi có số hạng mang dấu bất kì. Sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ. 

Cho chuỗi số bất kì  
1

,  i i
i

a a




          (a) 

Ta lập chuỗi số dương 


1i
ia                (b) 

     1.  Nếu chuỗi (a) hội tụ và chuỗi (b) phân kì thì  người ta nói rằng chuỗi (a) bán hội tụ 

     2.  Nếu chuỗi (a) và (b) cùng hội tụ thì người ta nói rằng chuỗi (a) hội tụ tuyệt đối . 

   Nếu chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) cũng hội tụ . 

   Sự hội tụ đều của chuỗi hàm. 

Chuỗi hàm được gọi là hội tụ đều về hàm )(xS trên X  khi và chỉ khi dãy tổng riêng 

củanó hội tụ đều về )(xS trên X . Dãy tổng riêng ( )nS x hội tụ đều về hàm số )(xS  

( ( ) ( )nS x S x )  nếu:         

                  0 0( 0)  ( ( )) ( ( ) ( ) ,  )nn n n S x S x x X               

 



Chương 5:  Lý thuyết chuỗi 

 270

 

Vậy nếu chuỗi hội tụ đều về )(xS  thì phần dư  )()()( xSxSxR nn   sẽ hội tụ đều về 0, 

( 0)( xRn ) tức là: 

                  0 0( 0) ( ( )) ( ) ( ( ) ) nn x X n n R x              . 

  Các tiêu chuẩn về sự hội tụ đều của chuỗi hàm. 

1. Nguyên lí Cauchy. 
Giả sử   ( )nS x  là dãy tổng riêng của chuỗi hàm. Để chuỗi hàm hội tụ đều trên tập X  

điều kiện cần và đủ là: 

               0 0( 0) ( ( ) ) ( ) ( , n x X n n p             ( ) ( ) )n p nS x S x                                                         

2. Tiêu chuẩn Weierstrass.  

 Giả sử các số hạng của chuỗi hàm thoả mãn bất đẳng thức  
                          ( ) , n nf x a x X            

       đồng thời chuỗi số 


1n
na  hội tụ . Khi đó chuỗi hàm  



1

)(
n

n xf  hội tụ tuyệt đối và đều trên     

      tập  X  

     Các tính chất của chuỗi hàm hội tụ đều. 
1. Cho chuỗi hàm có các số hạng ( ),  ( 1, 2,...)if x i   liên tục trên tập X  và hội tụ đều về 

)(xS  trên X  thì )(xS  liên tục trên X  

2. Cho chuỗi hàm  hội tụ đều về )(xS  trên  ba,  và các số hạng ( ),  ( 1, 2,...)if x i   liên   

tục trên  ba,  thì  

                           





1

)()(
i

b

a

i

b

a

dxxfdxxS         

       3. Nếu chuỗi hàm  hội tụ về hàm )(xS  trên tập  X  và các số hạng )(xfi  thoả mãn: 

                    1.   )(' xfi  liên tục trên  ,...2,1iX   ,  

                    2.   


1

)('
i

i xf  hội tụ đều về )(xR  trên X  

                Khi đó   XxxfxRxS
i

i  




   ,   
1

)(')()('        

  Bán kính hội tụ của chuỗi luỹ thừa. 

   Đối với chuỗi luỹ thừa) luôn tồn tại số 0R  để chuỗi hội tụ tuyệt đối trong 

khoảng ),( RR , phân kì trong các khoảng ),(),,(  RR . 

` Số R  thoả mãn điều kiện trên gọi là bán kính hội tụ của chuỗi  

Qui tắc tìm bán kính hội tụ. 
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                        Nếu          1lim   hay limn n
nn n

n

a
a

a
 

 
          

                               thì           

1
   khi 0

0     khi  

    khi  0

R







   
  
 


                                                               

  Tính chất của chuỗi luỹ thừa. 

     1.  Bất kì 21, xx  trong khoảng ),( RR  luôn có  

                                                   









2

1

2

1
00

x

x n

x

x

n
n

n

n
n dxxadxxa                     

Đặc biệt: ),( RRx   thì 







 


0

1

0 0 1n

nn
x

n

n
n x

n

a
dxxa      

     2.  ),( RRx    luôn có.  


















1

1

'

0 n

n
n

n

n
n xnaxa  

   Khái niệm về chuỗi Taylor của hàm số )(xf  ở lân cận 0x . 

Giả sử hàm số ( )f x  khả vi mọi cấp tại lân cận điểm 0x . Chuỗi luỹ thừa có dạng       

                          ...)(
!

)(
...)(

!1

)('
)( 0

0
)(

0
0

0  n
n

xx
n

xf
xx

xf
xf                

 được gọi là chuỗi Taylor của )(xf  ở lân cận điểm 0x  

Giả sử hàm số ( )f x  khả vi mọi cấp tại lân cận điểm 0. Chuõi luỹ thừa biểu diễn trong 

dạng         

                          ....
!

)0(
....

!1

)0('
)0(

)(

 n
n

x
n

f
x

f
f       

 được gọi là chuỗi Mclaurin của hàm số )(xf . Đó chính là chuỗi Taylor của )(xf  ở lân cận 

0x  

  Điều kiện đủ để hàm số khai triển thành chuỗi Taylor. 

1. Nếu ( )f x khả vi mọi cấp ở lân cận 0xx   và phần dư Taylor )(xrn  dần đến không   

      khi n  thì )(xf  khai triển thành chuỗi Taylor ở lân cận 0x  

2. Nếu ( )f x  khả vi mọi cấp ở lân cận 0xx   và trong lân cận đó có   

     ( ) ( ) ,   kf x M k    thì )(xf khai triển thành chuỗi Taylor ở lân cận 0x . 

  Khai triển một số hàm thường dùng thành chuỗi Mclaurin. 
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   1.      
0

, 
!

n
x

n

x
e x

n





    ,              
0

( 1)
, 

!

n n
x

n

x
e x

n







              

     

    2.     
2 1

0

sh ,  
(2 1)!

k

k

x
x x

k





  
  ,  

2

0

ch , 
(2 )!

k

k

x
x x

k





                    

           

.  

     3.     
2 1

0

( 1)
sin ,  

(2 1)!

m m

m

x
x x

m






  

  ,  
2

0

( 1)
cos ,  

(2 )!

m m

m

x
x x

m






                              

                 

     4.       
3 5 2 1

1arctg ... ( 1) ...,   1,1
3 5 2 1

k
kx x x

x x x
k


         


    

    Thay 1x  vào công thức trên chúng ta nhận được công thức khai triển của số  .  

                     ...
12

1
)1(...

5

1

3

1
1

4
1 


 

k
k

                 

     5.      
2 3

1 1

1

ln(1 ) ... ( 1) ... ( 1) , 1,1
2 3

n n
n n

n

x x x x
x x x

n n


 



               

          Nói riêng, với 1x  nhận được:  ...
1

)1(...
3

1

2

1
12ln 1  

n
n           

                      





1

32

......
32

)1ln(
n

nn

n

x

n

xxx
xx  

            Từ đó suy ra  

                
2

0

1
ln 2 . ,  ( 1,1)

1 2 1

m

m

x x
x x

x m






   

   

6.     ...
.....2.1

)1)...(1(
...

2.1

)1(
1)1( 2 





 nx

n

n
xxx


  

                            
1

( 1)...( 1)
1 ,  ( 1,1)

!
n

n

n
x x

n

  



  
      

                21
1 ... ( 1) ...,  ( 1,1)

1
n nx x x x

x
         


       

      

                  ...
!)!2(

!)!32(
)1(...

128

5

16

1

8

1

2

1
11 1432 


  nn x

n

n
xxxxx   

                                                                                     1,1x                 

                 1,1 , ...
!)!2(

!)!12(
)1(...

8

3

2

1
1

1

1 2 





xx
n

n
xx

x
nn  
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  Chuỗi Fourier. 

Cho hàm số  )(xf  khả tích trên   , , chuỗi lượng giác có dạng  

             





1

0 sincos
2 k

kk kxbkxa
a

       

trong đó   

            0

1 1 1
( ) ,  ( ) cos ,  ( ) sink ka f x dx a f x kxdx b f x kxdx

  

      

     , ,...2,1k   

  Chuỗi Fourier trong dạng phức. 

                  







1
0

k

ikx
k

ikx
k ececc    hay      



k

ikx
kec                                                

 trong đó 
1

( ) ,   1 ,  2 ,  3 ,...ikx
kc f x e dx k








           

   Hàm số khai triển thành chuỗi Fourier. 

Nếu trong   ,  chuỗi Fourier hội tụ về chính hàm số )(xf  thì nói rằng hàm số 

)(xf khai triển được thành chuỗi Fourier trên    , .                        

   Điều kiện đủ để hàm số khai triển thành chuỗi Fourier. 

     (Định lí Dirichlet):   Nếu )(xf  tuần hoàn với chu kỳ 2 , đơn điệu từng  khúc và bị chặn   

            trên   ,  thì chuỗi Fourier của hàm số  )(xf  hội tụ về  tổng )(xS  trên tập  . Tổng  

           )(xS  có tính chất: 

                              1
( ) ( 0) ( 0) ,  

2
S x f x f x x               

1. Nếu )(xf tuần hoàn với chu kỳ lT 2  bằng phép đổi biến  










Yy

X
l

x
  khi đó                                             

                            





1

0 sincos
2

)(
n

nn l

x
nb

l

x
na

a
xf


              

 trong đó           

                      0

1 1 1
( ) ,  ( ) cos ,  ( ) sin ,  1,2,...

l l l

n n

l l l

x x
a f x dx a f x n dx b f x n dx n

l l l l l

 

  

       

        

2. Nếu )(xf  tuần hoàn với chu kỳ lT 2  được mô tả bởi biểu thức giải tích trên 

)2,( l thì các hệ số Fourier được tính theo công thức sau: 

                      
2 2 2

0

1 1 1
( ) ,  ( ) cos ,  ( ) sin

l l l

n n

x x
a f x dx a f x n dx b f x n dx

l l l l l

  

  

   

        

3. Nếu )(xf  là hàm số chẵn thì 
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0

cos)(
k

k l

x
kaxf


,  trong đó 
0

2
( ) cos ,   0,1,2,...

l

k

x
a f x k dx k

l l


            

    Tương tự, nếu )(xf  là hàm số lẻ thì  

                          
1 0

2
( ) sin ,   ( )sin

l

k k
k

x x
f x b k b f x k dx

l l l

 



            

  Khai triển thành chuỗi Fourier của một hàm số bất kỳ. 

      Xét hàm số )(xf  đơn điệu từng khúc và bị chặn trên ),( ba , ba  . 

A. Thác triển tuần hoàn.        





1

0 sincos
2

)(
k

kk l

xk
b

l

xk
a

a
xf


                                              

trong đó  0

1
, ( ) , 

2

b

a

b a
l a f x dx

l


  

1 1
( )cos , ( ) sin , 1, 2,...

b b

k k

a a

k x k x
a f x dx b f x dx k

l l l l

 
             

B. Thác triển chẵn, thác triển lẻ. 
 Hàm số )(xf  cho trên khoảng  (0, ) hay 0,a  ,  0a a  , người ta có thể dùng phương 

pháp thác triển lẻ hoặc chẵn hàm số đã cho.  

         
1 0

2
( ) sin ,  ( ) sin ,  1,2,...

a

k k
k

k x k x
f x b b f x dx k

a a a

 



                   

         0

1 0

2
( ) cos ,  ( ) cos ,  0,1,2,...

2

a

k k
k

a k x k x
f x a a f x dx k

a a a

 



        

   Tích phân Fourier. 

               
0

1
( ) ( )cos ( )f x dz f u z u x du



 



     hay    
0

( ) ( ) cos ( ) sinf x a z zx b z zx dz


   

 trong đó  

                 
1 1

( ) ( ) cos ,    ( ) ( )sina z f u zudu b z f u zudu
 

 

 

                    

  Các dạng đặc biệt của công thức tích phân Fourier. 

A. Hàm )(xf  là hàm số lẻ. 

                    
0 0

2
( ) sin ( )sinf x zxdz f u zudu



 

                  

B. Hàm )(xf  là hàm số chẵn.  

                          
0 0

2
( ) cos ( ) cosf x zxdz f u zudu
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 BÀI TẬP CHƯƠNG V  

5.1. Cho chuỗi số   


1k
ka biết rầng chuỗi số  



1
2

p
pa hội tụ và chuỗi số  






0
12

p
pa phân kỳ.  

       Chứng minh chuỗi số đã cho phân kỳ. 
5.2. Chứng minh rằng các chuỗi số có số hạng tổng quát sau đây hội tụ và hãy tìm tổng của   
       chúng.              

       a.   
)12)(12(

1




nn
an     ,                            b.   

nn
an 


2

1
    

       c.    
22 )1(

12





nn

n
an                                         d .  

)1(

12
)1( 1




 

nn

n
a n

n  

5.3. Xét sự hội tụ của các chuỗi số có số hạng tổng quát sau đây: 
 

       a.   nnnan  2  ,   b.   
12

2





n

nn
arctgan   ,   c.   

33

2
3 



n

n
a

n

n

n   

       d.   
2

1
ln(1 tg )na

n
   ,   e.   

nn

nn
an ln3

)2(
2 


     ,    f.   0,

cos2



 n

n
an   

       g.   
)

11
1(

2nn
n na


      ,    h.   

2

)
)1

( n
n n

n
a


       ,    i.    n

n
a

n

n 2

2

2
  

       j.    
nn

a
nn

)1(

1


 ,   k.     


2

0
22

2

cos

cos


dx
xn

x
an , l.   







1

2

1
4 1

n

n

n
xx

dx
a  

       m.   



n

n

n

xx

dx
a

2

22

5

sin

,  n.     




o

x dxe
n

  

5.4.  Cho chuỗi số dương  


1k
ka hội tụ. Chứng minh rằng chuỗi số  

1

,  1k
k

a 




 cũng hội tụ.   

5.5.  Cho hai chuỗi số dương 






 11

,
n

n
n

n ba và tồn tại số tự nhiên 0n  sao cho 0nn   thoả mãn     

       
n

n

n

n

b

b

a

a 11    .  Chứng minh rằng nếu chuỗi  


1n
nb hộị tụ thì chuỗi thứ nhất hội tụ.  

 
5.6.  Xét sự hội tụ của các chuỗi có số hạng tổng quát sau đây: 

  

     a.  
n

n
a

nn 


2

2

 ,       b.   n

n

na
3

2

2

3
   ,             c.   

!

)!ln(

n

n
an      

       

        d.  



n

k
kn na

1 2

1
sin!  ,  e.    

nn n

n
a

)2...(4.2
 ,    f.   

12 


n

a
a

n

n  ,  a>o 
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        g.   nn
n n

n
a ln)

12

)1
(




 ,     h.   
1

(arctg )n
na

n
 ,      i.    

n

n

n n

n
a

)(ln

ln

  

 
5.7.   Xét sự hội tụ của các chuỗi có số hạng tổng quát sau đây: 

        a.   
1 1

( 1) (tg sin )n
na

n n
   ,         b.   n

n n

n
a  )

ln
1( , 

        c.    1sin( 4  nan  ) ,                    d.   
2

)1()1(
2

1







nn

n
a

n

n , 

        e.    
nn

a
n

n ln

)1(




  ,                              f.    )
1

(sin n
n

an    , 

        g.    
n

n
a

n

n 



1

)1(1
 ,                      h.    

n

n

n n

n
a

)(ln

)1( 2
  .     

5.8.  Chứng minh rằng chuỗi hàm  



 



1
1

)
2

12
(

2

1

n

n
n x

x
hội tụ đều trên đoạn [-1,1] 

 5.9.  Chứng minh rằng chuỗi hàm 







1
2

2

)1(
n

n

n

nx
 hội tụ đều trên đoạn [a,b]  nhưng  không hội tụ      

         tuyệt đối trên đoạn đó 

 5.10.  Chứhg minh rằng chuỗi hàm 






1n

nxne  hội tụ đều trên [a,+ ) với a>0 nhưng không họi tụ    

           đều trên [o,+ ) 
 

  5.11. Cho chuỗi hàm  


 1 1

1

n
nx

   

 a. Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm 
 b. Xét sự liên tục của tổng S(x)  

       c. Xét sự khả vi của tổng S(x) 
 
5.12. Tìm miền hội tụ đều của các chuỗi hàm 

       a.   






1

2

n

xnxen       b.   




 
1

)1(
n

nxn  

5.13. Chứng minh rằng hàm số  f(x) =


 1 )(

1

n xnn
 xác định, liên tục, khả vi trên  0,   

5.14. Tìm miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa có số hạng tổng quát sau: 
         a.   nxxu n

n ln)(   ,      b.   n
n nxxu )()(   

         c.   
n

x
xu

n
n

n
1)1()(  d.   

n

x
xu

n

n

)4(
)(


 ,        e.   n

n

n x
n

n
xu 2)2(

12

1
)( 











  

         

         f.   
!

)5(
)(

n

x
xu

n

n  .         g.   
!

)1()( 1

n

x
xu

n
n

n
   ,    h.   o

n

x
xu

n

n   ,)(  

 
 



Chương 5:  Lý thuyết chuỗi 

 277

 
5.15.  Tìm miền hội tụ và tính tổng các chuỗi luỹ thừa có số hạng tổng quát sau: 
         a.   3( ) (3 1) ,  1n

nu x n x n   ,      b.   ( ) (2 3 ) ,  n n n
nu x x n o   , 

         c.   
2 3 1

( ) ,  
3 !

n

n

n n x
u x n o

n n

 
 


,  d.   ( ) . ,  ,  n

nu x chna x a o n o   ,  

         e.      
1 1( 1)

( ) ,  1
n n

n

x
u x n

n

 
  . 

 
5.16.  Khai triển thành chuỗi Taylor của các hàm số sau: 

 a.  f(x) = 
x

1
tại lân cận điểm x=3, 

 b.  f(x) = 1xe  tại lân cận điểm x=-1, 
 c.  f(x) = sinx  tại lân cận điểm x=2.  

 
5.17.  Khai triển thành chuỗi M’claurin các hàm số sau: 
         a.   f(x) = chx ,   b.   f(x) = xex2  ,   c.  f(x) =  x2sin  ,    d.  f(x) = xex cos  

         e.   f(x) = )65ln( 2  xx ,   f.   f(x) = 
23

1
2  xx

 

         g.   f(x) = 












0 khi                    2

0 xkhi       
1

1
ln

1

x
x

x

x     h.   f(x) = 
x

dtt
0

2cos  

5.18.  Cho hai chuỗi luỹ thừa  






 11

,
n

n
n

n

n
n xbxa có bán kính hội tụ tương ứng là 21, RR  

   a. Chứng minh rằng nếu tồn tại Nn 0  sao cho 0, nnba nn  thì 21 RR   

   b.  Chứng minh rằng nếu nn ba ~ khi n thì 21 RR  .  

5.19. Tìm bán kính hội tụ của các chuỗi luỹ thừa có số hạng tổng quát sau: 

         a.  n
n x

nsh

chn
xu

2
)(    ,               b.   n

n x
n

xu )
1

1arccos()(
2

    ,   

         c.  n
n xnnxu )1cos()( 2   , 

         d.  nnn
n xnnxu )1()(   ,    e.  n

n x
n

arctgxu 



 

4
)

1
1()(

2


. 

5.20.  Tính các số sau với độ chính xác là 410  

          a.  e  ,   b.   5 1,1   ,   c.   ln (1,04)   ,   d.   cos 018  

 
5.21.  Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số f(x) lẻ, tuần hoàn với chu kỳ 2  và 
                                                f(x) = x    với  0<x<  
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5.22.  Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số f(x) chẵn, tuần hoàn với chu kỳ 2  và 

                                                f(x) = 

x2

1    với  0<x<  

          Từ đó hãy tính tổng   


 0
2)12(

1

n n
. 

5.23.  Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số: 

                                               f(x) = 
2

2

1

x

    với   -   x  

          Từ đó tính tổng     


1
2

1

n n
 ,     







1
2

)1(

n

n

n
. 

5.24.  Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số:    f(x) =  
2

sin
x

   với  - <x<                                                     

 
5.25.  Khai triển hàm số   

                                       f(x) =
     khi   0

2

    khi  
2 2

x x

x



  

  

  


 

          thành chuỗi theo các hàm 
                                                    a.   sin nx,     b.   cos nx,   n  
          Từ đó tính tổng 

                                       


 1
2)12(

1

n n
    

 
5.26.  Khai triển thành chuỗi Fourier hàm số 
                                        f(x) = xe    với  1 1x    
 
5.27.  Dùng công thức tích phân Fourier chứng minh  

          a.   
2

0

0          khi 0

cos sin
         khi 0

1 2

     khi 0x

x

ux u ux
du x

u

e x










   
 

  

          b.   
3

4
0

sin
cos   khi x 0

4 2
xu ux

du e x
u


 

  

          c.    2
0

cos
  khi x 0

1 2
xux

du e
u


 

  

5.28.  Tìm tích phân Fourier của các hàm số chẵn sau: 

           a.    f(x) =
2   khi  0 1

0    khi         1

x x

x

  



 ,          b.    f(x) = 

    khi 0 a

0    khi       a

x x

x

 
 

. 
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                                        HƯỚNG DẪN VÀ ĐÁP SỐ  
 
 
CHƯƠNG I 
SỐ THỰC 
1.2.  Rút gọn về  dạng toàn phương bằng phương pháp Gauss. 
       a.    (0,0,0) 

       b.    
3

3 , ,
2

z z z
  
 

   hoặc (6t, 3t, 2t) , t  

 1.3. Không tồn tại InfE ,    SupE = -1 = MaxE 

 1.4.   a.    1;    b.    
4

1
 ; c.    0 ;       d.   0. 

 1.5.   a.   0;    b.   
2

a
 ; c.    0 ;       d.    0. 

 1.6.   a.    1;     b.   
2

3
 ; c.     1.              

 1.7.   Hãy biểu diễn tam thức dưới dạng chính tắc sau đó sử dụng nguyên lý kẹp 
 1.8.   a.  Dùng phương pháp phản chứng. 
          b.  Chứng minh  nx  tăng và không bị chặn trên. 

1.9..  a. Dùng qui nạp;      b.  xn = 
2x

3x2

n

n




;     c.    xn+1 - xn =
2x

)x3)(x3(

n

nn




 

           Bằng qui nạp chứng minh: 

         *  Nếu x0 < 3   thì  nx  tăng và  xn < 3  , n . Qua giới hạn sẽ có  xn 3     

         *  Nếu x0 > 3   thì  nx  giảm và xn > 3  , n . Qua giới hạn sẽ có  xn 3  

         *  Nếu x0 = 3  thì  xn = 3  , n . 

       Tóm lại  3xlim nn



 không phụ thuộc x0, tức là không phụ thuộc a0, b0. 

 1.10.  a.   Rõ ràng xn < xn+1 và xn < 1n   


 ,2
n

1
2

n)1n(

1

2.1

1
1   

           b.   Tương tự a. 

 1.11.  a.   xn > n  ;         b.   xn = )1n(log a  . 

 1.12.  a.   Rõ ràng xn >1 *n  , ta có biểu diễn    

                 xn = 1
x2

x

2n

2n 
 

        và         xn+1 - 2 = n,
2x

2x

1n

1n 





   

   Suy ra :   2nx  tăng và bị chặn trên bởi số 2;  2 1nx  giảm và bị chặn dưới bởi số 2. 

 
              Lý luận sẽ nhận được 2xlim nn
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         b.  Qui nạp sẽ nhận được dãy  nx  đơn điệu giảm và bị chặn dưới bởi số 0 , suy ra   

   0axlim nn



, ta có a2 = 1+ a )51(

2

1
a   

          c.     Bằng qui nạp chứng minh được 1n   ,0x)53(
2

1
n  ngoài ra  

         xn+1 - xn =
)x3)(x3(

xx

n1n

1nn






  

              Vậy dãy đơn điệu giảm và bị chặn dưới do đó )53(
2

1
axlim nn




 

         d.     Bằng qui nạp chứng minh xn < xn+1 và xn < 1a   , n  

                 Đặt 
2

,bxlim nn

4a11
b              





 

          e.    x2 =
2

xx 01  ,  x3 =
2

xx 12  ,... 

              x2 - x1 = 
2

1
(x0 - x1),   x3 - x2 =

2

1
(x1 - x2), ... 

              Bằng qui nạp chứng minh  xk - xk-1 = 2   k 





 ,
2

xx
)1(

2k

122k  

              Cộng liên tiếp  xn - x1 = (x2 -x1)[ ]
2

)1(
...

2

1

2

1
1

2n

2n

2 


  

            = 
3

2
(x2 - x1) - (-1)n-2

2n

12

2.3

xx



 

           xn = 
2n

122n12

2.3

xx
)1(

3

xx2


 



 

                     
3

2
xlim nn




 

        f.  Rõ ràng xn > 0 , n , bằng qui nạp chứng minh được  nx  đơn điệu tăng và xn< 1, n     

      


axlim nn 2

a

2

1 2

  

        g.     xn = 1 1 1
1 1

1 5 1 5
( ) 5 = ( ),  n

2 2n n n n
n n

x x x x
x x  

 

      . Suy ra xn > xn+1. 

               Vậy tồn tại a = nn
xlim


 và suy ra   a = 5 . 

SỐ PHỨC                       
  1.16.  Đặt z = x + iy,  (x,y) 2  
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         (x,y)  FE  x2 - y2 + i(2xy + i3
yx

x
)

yx

y
2222






i3

z

1
z 2   

   HG)y,x(
0yx3yx3

1y3xy3x
32

23









  

  1.17.   Không 
  1.18.   Không tồn tại. 

  1.19.   

( 1) 0

(0,0,0), (1,1,1)     

,  ,                (1,-1,-1), (-1,1,-1) 

( 1, 1,1)             

xyz xyz

xy z yz x zx y

 


    
  

 

  1.20.   Xét (f(i))2 = f(i2) = f(-1) =-1   f(i) =  i,  }1{  

        Xét (x,y) 2 , f(x+iy) = f(x) +f(iy) = f(x) + f(i)f(y) = x +  iy 

        Kiểm tra f(z) = z hoặc f(z) = z  ta thấy thoả mãn 

 1-21.   z = i
2

1

8

3
  

 1.22.   z i    

 1.23.   21 1 1
0 0 ( )

bc ca ab
a b c a a b c bc

a b c abc

 
              

                            abca 3   
       Do tính đối xứng suy ra a3 = b3 = c3 

 1.24.   Áp dụng z   thì zzz
2
  và các tính chất của phép lấy liên hợp. 

1.25.  a.  Đường tròn tâm )
3

4
,0(  và bán kính 

3

2
 

          b.  Biểu diễn  
2

22

iz

)iz(z

iz

z







  ,  Re(z2( z  - i)) = x (x2 + y2 + 2y) 

               Trục Oy và đường tròn tâm (0,-1) bán kính 1 bỏ đi điểm (0,-1) 

 1.26..    13  

 1.27.   







0ysinxsin

0ycosxcos1
 

              (x,y) = 
2 2

( 2 , 2 ),   ,  
3 3

m n m n
        

 1.28.  a.   z = ie   
           b.  Gọi z = ix là nghiệm thuần ảo  x = 1 
                       z3 + (1-2i)z2 + (1 - i)z - 2i = (z -i).[z2+(1-i)z + 2] 

                       z1 = i,  z2,3 = }i)4171(4171{
2

1
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 1.29.  a.  Đưa hệ về tương đương với 








189)yx)(yx(

1029)yx)(yx(
222

222

 

            Đặt  88 3u
yxv

yxu









 

            (5,2) ,  (-2 , 5 ),  (5 , 2 ),  ( 2 , 5 ),  ( 5, 2),  (2 ,5 ),  ( 5 , 2 ),  (2 ,5 )i i i i i i i i               

            trong đó  
2

i1
e 8

i2 




  

           b.   Suy ra  x = y2 = z4 = x8    x = 0,  x7 = 1 

              (0,0,0),  ( ),,, 2

k

4

kk   k = 0,  6 , 7

ik2

k e


   

 1.31.    Sử dụng công thức  cos3kx = 
4

1
(cos3kx + 3coskx) 

              *  2x    thì  S = n 
 

              *  2x    thì  S = }4

2

x
sin

2

x)1n(
sin

2

nx
cos3

2

x3
sin

2

x)1n(3
sin

2

nx3
{cos

4

1








 

 1.32.     An(x) = -1 +

2

x
sin

x
2

)1n(
sin

2

nx
cos21kxcos2

n

0k






 

               An(x) = 

2

x
sin

)x
2

1
nsin( 

 

               Bn(x) = 



n

0k

x)
2

1
ksin(

2

x
sin

1
 =

2

2

x
sin

2

1n
sin















 

 

  
 CHƯƠNG II 
2.6. Giả sử tồn tại   2,a b   sao cho )()( bfaf  rõ ràng ( ) ( ) ( ) ( ) g a g b g x g a x     . 

2.7.  a.     ,        b.   1)( 2  xxxf  
        c.   0)( xf      (thay liên tiếp   0 ,  0 x y  ;  

                                                           
2

0 ,  ;

,   )

x y y

x y y y
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     d.   3( ) ,   f x x c c const    

        (Qui về    2 3 3, ,  ( ) ( )X Y f X f Y X Y     trong đó ,  X x y Y x y    ). 

     e.   
1

( )
2

f x   

        Đặt     

 

1 1
0,  1 (0) , 0,  0 ( )

2 2
1 1

1 ( ) ,  1 1
2 2

x y z f x z f y

y z f x x y z f

        

        
 

2.8. 2x   
  

2.10.    a. 
10

2

3






 ;          b. 

2

)1( nn
;          c. 

24

1
2 ;          d. 2

2

)1(  na
nn

 .      

2.11.     a.  1;                b.  
2

2
     

2.12.     a.  
nm


 ;      b.  

nm


       

2.13.     a.  acos  ;        b. 
4

1
 ;              c.  14 ;           d. 

12

1
  .   

2.15.     a.  
12

1
 ;            b. 

3

1
. 

2.15.     a.  0 ;                b. 1 ;                  c. 2e ;           d. 2

1


e . 
       
2.16.     a.  1 ;                b. e ;                  c.  1  ;            d.  1 .  
       

2.17.     a.  0   ;               b. xln  ;             c. 1 ;              d. 
2

3
 .          

 
2.18.     a. 0 ;                  b. 0 ;                  c.  1.               
             d.  1 nếu x là vô tỉ;  0 nếu x là số nguyên; không có giới hạn với x còn lại. 
                                                             
2.19.    a.  liên tục trên   ;                                     b.  liên tục trên    với A = 4 
                                                                                     liên tục trên    \ 2  với A   4. 
            c.  liên tục trên                                         d.   liên tục trên  . 
            e.  liên tục tại điểm duy nhất 1x  .             f.   liên tục tại điểm duy nhất x =0. 
 
2.21.    a. 1))(( xgf        liên tục trên    

                 








01

02
))((

x

x
xfg

           

          
  liên tục trên  \ 0  

            b. 1))(( xgf         liên tục trên   

                 1))(( xfg        liên tục trên   .    (   10  rrxx     , ). 
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2.22.    a. ( )       n
3

x
f x f

n
    
 

  (Bằng qui nạp) suy ra ( ) ,   f x c const x    . 

         b. ( ) ,   f c c const x     

             Bằng cách chứng minh:    ))(()( xfxf n ,   )()( 1 nn x      

             trong đó   
21 1

)(
x

x
x


  

      
        c. ( ) 0 .  f x x    

                 xét  20 :     (0) (0 ) (0) 0x f f f       

                 xét  
1

20 :      ( ) ( 1) ( ) 0n nx f x f x f x
 

     
 

 

                Do )(xf  chẵn suy ra ( ) 0,   f x x   . 

2.23.    
2

1

2

2











f  

2.34.     . 

 

CHƯƠNG III 
3.2.  a.  )15.(1).1(' 2  xxxy  

  b.  













10

1)1(2
'

22

x

xexx
y

x

     ,                     

     , 
 

  c.  
2 1 1

sin cos  ,   0,  2
'

0                                   ,   0

nx nx x n
y x x

x

        
 

 

  d.  xy 2'  

3.5.  a.  1)0('1)0('  tp ff    ,  

  b.  
a

f
a

f tp

2
)0('

2
)0('     ,  

  c.  1)0('0)0('  tp ff    ,  

        d.  0)0(' f . 

3.6.  a.  
x

y
sin

1
' ,                                        b.  

1

1
'

2 


x
y  ,                 

        c.  xe
xx

y
1

sin

2

22
sin

1
'   ,                       d.  

41

4
'

x

x
y


   ,              

        e.  
2

3

1
1

1
' 







 
xxx

y ,                      f.  
21

1
'

x
y


 . 
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       g.  
1ln

)1(ln2
'

22 



xx

x
y  ,                               h.  

32 )2(
'

xax

ax
y




  ,         

        i.  
5

2
'

axx
y


  ,                                    k.  

)4cos1(

4sin20
'

x

x
y


   ,      

        l.  
2)1(

1

1
2sin

'
xx

x

x

y
















 ,                           m.  







 






 




x
xtg

x
xx

x
y

1
1

1
cos2

1
'

22

2

, 

        n.  
)1(2)1(

1
'

xxx
y


 ,                    o.  

5ln.3ln.2ln).(loglog.log.

1
'

535 xxx
y  . 

3.7.  a.   )1ln2(' 12

  xxy x , 

        b.   







 xx

x

x
xy x sinlnsin

sin

cos
)(sin'

2
cos , 

        c.   
5 2

422

)3(

2)1(
.

)3)(2(20

36130257
'








x

xx

xx

xx
y , 

       d.   






















1
ln

1

1

1
'

x

x

xx

x
y

x

, 

       e.   



 


 )1ln(cos

1

sin2
)1(' 2

2
sin2 xx

x

xx
xy x , 

       f.   3
22

2

4

24

)1(

)1(

)1(3

16
'








x

xx

xx

xx
y . 

       g.   3 2
2

ln1
' x

x

x
y


 , 

       h.   





  x

x
yy ln1

2
2ln' , 

 i.   )1(lnln
1

' 1   xxx
e

y x
x

, 

        k.   
2

1
' (cotg ln cos tg ln sin )

ln cos
y x x x x

x
  .  

3.8.  a.  
x

dx
dy

3sin
  ,                 b.  xdfxxxf   )1()()(3)1( 32      , , 

        c.  0,3466. 

3.10.  a.  tg
a

b
yx ' ;     b.  

2
'

t
yx   ;     c.  

)32(

1
'

2

2

ttt

t
yx 


 ;      d.  

2
cot'

t
gyx  ; 

3.11.  a.  63 341 xx  ;        b.  





 

x

x
x

x

sin
cos

2

1
2

;        c.  gxcot . 
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3.14.  a.    2ln2)1(2)( nxnxny  ;               b.  
n

n
nn

bax

an
y

)(

)!1(
)1( 1)(




  ; 

          c.  
1

1
)(

)(

))((!








n

n
n

dcx

cbcadn
y ;                d.  

12

1
)(

2

!)!32()1(


 


nn

n
n

x

n
y ; 

          e.  x
n

y
n

n

2

!)!12()( 
 ;                          f.  )12(

.2

!)!32()1(

2

12

1
)( 


 



nx

x

n
y n

n

n
n . 

3.15.  a.  xxxxy cos40sin)379( 2)20(  , 

          b.  



10

0
110

)10( !
)1(

n
n

nnx

x

n
Cey , 

          c.  








 

n

k

k
n

xn k
xCey

0

)(

2
sin


, 

          d.  












 



 

2
)(cos)(

2
)(cos)(

2

1)(  n
xbaba

n
xbabay nnn , 

          e.  
xx

x
y





1)1(2

)399(!!197
100100

)100( , 

          f.  
3

1

1
)(

)1(3

)23)(53...(4.1.)1(









n
n

n
n

x

xnn
y , 

          g.  


















22

22
222)(

cos

sin

)sin()(

ba

a
ba

b

ncbxbaey
n

axn




      ,  

3.17.  a. 
 
 

 1

2

1 1 1
 khi 1;  khi 1, 1

21

n n

n n

nx n x n n
A x A x n

x

    
    


,    

          b. 
     

 
 1 2 1 2

3

1 2 1 1 2 1
 khi 1;  khi 1, 2

31

n n n

n n

n n x n x n n x n n
B x B x n

x

       
    


, 

          c. 
   

 
  22 2 1

3

2 2 1 1 1 1 2 1
 khi 1;  khi 1, 1

61

n n n

n n

nx n n x n x x n n n
C x C x n

x

         
    


 

3.23.    a.  )2,1()1,1()1,2( 321  xxx       ,       , . 

           b.   (Nhận xét )1()0( ff  ) 

3.26.   a.  
2

1
0  ba    ,  ;                   b.  0k  .    

3.27.     a.   0 ,          b.   ,          c.  1,           d.   , 

             e.  
2

1
 ,         f.  

2

2
,         g.  

8

1
,          h.  

3

2
, 
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            i.  
b

a
.       j.  2 ,            k.  

b

a
ln ,       l.  1. 

3.28.      a.  
2

1
,          b.  0 ,          c.  

2

qp 
, 

              d.  0  ,          e.  
12

1
,         f.  1 . 

3.29.       a.  1 ,           b.  1 ,          c.  3e , 

               d.  3

1

e ,          e.  e  ,         f.  
)ln(ln

2

1 22 ba
e


. 

3.30.       a.  Tăng  ,0  không có cực trị , 

               b.  Tăng 






e

1
,0  ,   giảm 





 ,
1

e
,  max

1
x

e
 , 

               c.  Giảm  1,  ,   tăng  ,1  ,   không có cực trị , 

               d.  Giảm    1,00,  ,   ,    tăng  ,1 .   min 1x  , 

               e.  Tăng 





a
4

3
,0  ,   giảm 





aa,
4

3
,   max

3

4
x a . 

3.31.       a.  3 3
2 12 4

min(0,0),    max 2 ,
49 14 7

 
  
 

, 

               b.  min(0,0),      max( 1,1) , 

               c.  3 3min(0, 4) , (2, 4),     max(1, 2) , 

              d.  
1 1

min 1, ,     max 1,
e e

   
    
   

, 

               e.  )1,1max( , 

               f.  
2 2

max(12 ,5),     max 12 ,5cos
5 5

k k
     

  
, 

                    1
min 12 , 5cos ,   min 6(2 1) ,1

5 5
k k

       
  

, 

               g.  
4 1

min(0,0),    max   ,  1
2

n 
 
  
 

, 

               h.  





 

4
2ln

2

1
,1min


. 

3.35.       a.  
5

3
1 minmax  yy    ,   , 

               b.  2
min )( bay   không có maxy , 

               c.  1max y  không có miny , 
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                d.  0
4 minmax  yy    ,   


. 

3.36.         a.  0x ,                                    b.  0y , 

                 c.  0y ,                                   d.  )1(22  xyy  , , 

                 e.  
e

xy
e

x
11

  , ,                f.  xyx   , 0 . 

3.37.         a.  0,  6ux    ,                          b.  1,  3ux    , 

                 c.  không có điểm uốn ,              d.  2

3

aexu  . 

  
3.39.         a. Đường thẳng 3x  ;  b. Đường thẳng 3 4 5;y x    c. Parabola 2y x x  . 

 

CHƯƠNG IV 

4.1. a.  C
xa

a x


2

ln
, b.  Carctgxxx 3

3

1
,   

       c.  C
ba

ba xx


 lnln 



,          d.    Cbxax
ab




33 )()(
)(3

1
, 

       e.  Cxx  1ln
5

1 105 ,     f.  Cx  3)ln1(
3

2
, 

       g.  Cxx  122 3 ,          h.  tg(1 ln )x C  , 

       i.  Cxx  32 )(arcsin
3

2
12 ,      j.  Cxx  arcsin1 2 , 

       k.    Cxxx  323 )1(
3

2
  (Nhân cả tử và mẫu với 22 )1(  xx ), 

       l.    Cxx  32 )3(arccos91
9

1
 (Tương tự bài i), 

       m.  C
x

x





32

32
ln

12

1
,                         n.  

1 2 1
arctg

4 2

x
C


 , 

       o.  C
xxxx







2

23)1(

2

1
arcsin2

2

, 

       p.  Cxxxxxx  )12(
2

3
133ln

38

1
133)12(

4

1 22 , 

       q.  Cxxx  )34412ln(
2

1 2 ,     r.  C
x




3

13
arcsin

3

1
.  

4.2.   a.  Cx
x




 2)52(
375

308
  (Đặt tx  52 ), 

    b.  Cxxx 






  1102102202 )21(

11

1
)21(

6

1
)21(

13

1

16

1
  (Đặt 102 )21( xt  ), 
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    c.  C
x

x





211
ln  (Biến đổi 

2

2 1
1

1

1

x

x
d

xx

dx

















), 

    d.  C
x


1
arcsin ,      e.  Cx arcsin2 ,      f.  Cx )ln(lnln    (Đặt tx )ln(ln ), 

    g.  2arctg 3 5x C     (Đặt 53 2  xt ), 

    h.  C
xx

xx





 23

23
ln

)2ln3(ln2

1
. 

4.3.   a.  Cxarctgxx  )1( ,            b.  Cxxxxx  2arcsin12)(arcsin 22 , 

        c.  Cshxxchx  ,             d.    Cxx  1)1(ln 2 , 

        e.  Cxgxx  sinlncot ,            f.  Cxxx  14arcsin12 , 

        g. Cxx
x

 )lnsinln(cos
2

,                   h. C
x

x





1ln
 , 

        i.  
2

1
cot g

2 sin

x
x C

x
    
 

,  j.  Cxx
x

 )2ln2(ln
1 2 , 

       k.  C
x

xx
x 





1

1
ln

2

1 2

,  l.  C
x

xxarctg 



2

12
12 , 

       m.  Cxxxx  )1ln(1 22 , n.  
2

1
arctg

2(1 ) 2

x
x C

x
  


, 

  o.   
2 2 2 3

1
arctg  , ( 0)

2 ( ) 2

x x
C a

a a x a a
  


, 

  p.  Ce
x

x arctgx 



212

1
,   q.    Cxegxx  )sinln(cot , 

  r.  C
x

xx 
2

arcsin2224 . 

4.4.  a.  
3

2 2arctg
3

x x
a x a C

a
   ,  b.  

21 1
ln arctg

1 1

x
x C

x x


  

 
, 

        c.  
2

1 2
arctg( 1)

2 2 2

x
x C

x x

     
  

  (Phân tích 1)1(12 22  xxx ), 

        d.  C
xx

xx





12

12
ln

22

1
2

2

  (Biến đổi  

2
1

1
1

1

1
1

1

1
2

2
2

2

4

2







 







 










x
x

x
d

dx

x
x

xdx
x

x
), 

        e.  C
xx

xx
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