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PHỤ LỤC 1     

SỐ PHỨC 

 

Ta biết rằng bình phương của một số thực là không âm, vì vậy trong trường số thực 

phương trình 012 =+x  vô nghiệm. Tuy nhiên nếu ta đưa vào số ảo i  sao cho 12 −=i  

thì phương trình trên trở thành =− 22 ix  0))(( =+− ixix . Do đó phương trình có hai 
nghiệm ix ±= . Tổng quát hơn ta có thể mở rộng trường số thực lên một trường số rộng 
hơn để mọi phương trình bậc hai đều có nghiệm. 

1   CÁC DẠNG CỦA SỐ PHỨC 

1.1  Dạng đại số của số phức   

ibaz += , trong đó ∈ba,  , 12 −=i .   

a  được gọi là phần thực,  ký hiệu za Re=  

b  gọi là phần ảo của z , ký hiệu zb Im= . 

Hai số phức 111 ibaz += ,  222 ibaz +=  bằng nhau được định nghĩa như sau:  

1 2
1 2

1 2

a a
z z

b b
=⎧

= ⇔ ⎨ =⎩
  .             (8.1) 

Tập hợp các số phức ký hiệu là . 

1.2  Các phép toán trên số phức 

Cho hai số phức 111 ibaz += ,  222 ibaz += , ta định nghĩa: 

)()(: 212121 bbiaazz +++=+          (8.2)  

)()(: 1221212121 babaibbaazz ++−= .        (8.3) 

Ta có thể chứng minh được ),,( ⋅+  là một trường con của ),,( ⋅+ . 

Số phức  ibaz −=  được gọi là số phức liên hợp với số phức  ibaz += . 

Số phức 2 2
a ib

a b
−
+

 có tính chất  ( )2 2 1a ib a ib
a b
−⎛ ⎞ + =⎜ ⎟+⎝ ⎠

 nên được gọi là số phức nghịch 

đảo của số phức  z a ib= + , ký hiệu 1z−  hay 1
z

 . Vậy 
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    1
2 2

1 a ib zz
z zza b

− −
= = =

+
.     (8.4) 

Ta định nghĩa:    )()()(: 21212121 bbiaazzzz −+−=−+=− ;  

                  1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2
1 2 2

2 2 2 22 2

1 ( ) ( ):z a a b b i a b a b z zz
z z z za b

+ + −
= = =

+
.     (8.5) 

1.3   Biểu diễn hình học của số phức 

Trong mặt phẳng với hệ toạ độ vuông góc Oxy . Mỗi điểm M  trong mặt phẳng 
hoàn toàn xác định bởi toạ độ ),( ba  của nó. Mặt khác mỗi số phức ibaz +=  cũng được 
xác định bởi phần thực a  và phần ảo b . Vì vậy ta có thể đồng nhất số phức ibaz +=  
với điểm ),( baM . Do đó các số phức được đồng nhất với các điểm của mặt phẳng mà ta 
gọi là mặt phẳng phức. Phép cộng của số phức: )()(: 212121 bbiaazz +++=+  tương 

ứng với phép cộng hai vectơ 21 OMOM + ; ),(),,( 222111 baMbaM . Hai số phức liên 
hợp với nhau đối xứng nhau qua trục Ox . 

22 baOM +=  được gọi là môđun của số phức ibaz +=  và ta ký hiệu là  

22 baz += . 

Số đo ϕ  của góc ),( OMOx  xác định sai khác bội số của π2  được gọi là argument 
của số phức z ,  ký hiệu zArg . 

Nếu πϕπ ≤<−  thì ϕ  được gọi là argument chính, ký hiệu zarg . 

( )zz arg,  là toạ độ cực của M với trục cực Ox . 

Tương ứng giữa toạ độ Đềcác và toạ độ cực 

cos
sin

a r
b r
= ϕ⎧

⎨ = ϕ⎩
      (8.6) 

Ngược lại 

2 2z a b= + , 
2 2

cos a

a b
ϕ =

+
,  

2 2
sin b

a b
ϕ =

+
.  (8.7) 

Số phức ibaz +=  được viết lại dạng lượng giác 

                 ( )ϕϕ sincos izz +=        (8.8) 
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Tính chất: 

1)  2121 zzzz +=+  ,  2121 zzzz ⋅=⋅  ,  
2

1

2

1

z
z

z
z

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 ; 

2)  
2

Re zzz +
=  ,  

i
zzz

2
Im −

= ;  ∈z    ⇔   zzz Re== ; 

3) Giả sử n
n zazaazp +++= ...)( 10 , ∈naa ,...,1  là đa thức với hệ số thực (xem 

Phụ lục 2) thì )(...)( 10 zpzazaazp n
n =+++=  . Vì vậy nếu 0z  là nghiệm của phương 

trình 0)( =zp  thì 0z  cũng là nghiệm.  

 )(),( zqzp  là hai đa thức với hệ số thực thì ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

)(
)(

)(
)(

zq
zp

zq
zp  . 

4)  0  , ≥∈∀ zz    ;    00 =⇔= zz ; 

5)  2121 zzzz +≤+  ;  2121 zzzz =  ; 2121 zzzz −≤− ; 

6)  
2

1

2

1

z
z

z
z

= ;  zzz =2  ;    1=z  ⇔  z
z
=

1  ; 

7)  2121 ArgArg)(Arg zzzz += ;     21
2

1 ArgArgArg zz
z
z

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
; 

8)  zz =  ;  zz ArgArg −= . 

Công thức Euler  

     cos sinie iϕ = ϕ+ ϕ     (8.9) 

Công thức (6.1) được viết lại iz z e ϕ=  gọi là dạng mũ của số phức. 

ibaz +=  

ϕ

z  

O x

y
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1.4  Luỹ thừa của số phức - Công thức Moivre 

Cho số phức iz z e ϕ= . Tích n  lần 
lÇn n

zz ⋅⋅ ....  được gọi là luỹ thừa bậc n  của z , ký 

hiệu nz . áp dụng phương pháp quy nạp và các tính chất 4), 6) ở trên ta có   

(cos sin )nnz z n i n= ϕ+ ϕ . 

Khi 1=z  ta có công thức Moivre:  

  (cos sin ) (cos sin )ni n i nϕ+ ϕ = ϕ+ ϕ    (8.10) 

Ví dụ 8.1: Tìm các số thực yx,  sao cho: 

iyxiiyxi +=++++ 2)2)(21()(3  

Khai triển và đồng nhất phần thực phần ảo ta được:  

⎩
⎨
⎧

=+
=−

145
2

yx
yx

  ⇒   
⎩
⎨
⎧

−=
=

1
1

y
x

 

Ví dụ 8.2: Giải hệ phương trình vói ẩn số phức wz, : 
⎩
⎨
⎧

−=+
=+

iwz
iwz

213
32

  

Nhân i  vào hai vế của phương trình thứ nhất xong cộng vào phương trình thứ hai ta 

được  
1313

5
23

1 i
i

iz +=
+
+

=   ⇒ iw
13
29

13
2
−

−
=  . 

Ví dụ 8.3: a) Quỹ tích các điểm z  sao cho 32 =− iz  là đường tròn tâm i2  bán kính 3. 

b) Quỹ tích các điểm z  sao cho 32 −=− ziz  là đường trung trực của đoạn thẳng 

nối hai điểm 3 và i2 . 

c) Quỹ tích các điểm z  sao cho 1033 =−++ zz  là đường ellípse có tiêu điểm 

)0,3(),0,3( 21 FF −  độ dài trục lớn 102 =a . 

Ví dụ 8.4: Theo (6.3): 3(cos sin ) (cos3 sin 3 )i iϕ+ ϕ = ϕ+ ϕ . Mặt khác 

3 3 3 2 2(cos sin ) cos sin 3 cos sin 3cos sini i iϕ+ ϕ = ϕ− ϕ+ ϕ ϕ− ϕ ϕ   

Vậy   
3 2 3

2 3 3

cos3 cos 3cos sin 4cos 3cos

sin 3 3cos sin sin 3sin 4sin

⎧ ϕ = ϕ− ϕ ϕ = ϕ− ϕ⎪
⎨

ϕ = ϕ ϕ− ϕ = ϕ− ϕ⎪⎩
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Ví dụ 8.5:  Tính  ( )10
1 3i− +  

( )
10

10 102 2 20 201 3 2 cos sin 2 cos sin
3 3 3 3

i i iπ π π π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

       ( )10 10 92 2 1 32 cos sin 2 2 1 3
3 3 2 2

i i iπ π ⎛ ⎞⎛ ⎞= + = − + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

1.5  Căn bậc n của số phức 

Căn bậc n của số phức z  là số phức w  sao cho zwn = . Ký hiệu n zw =  hay 

nzw
1

= .  

Cho ( )cos sin iz z i z e ϕ= ϕ+ ϕ =  

*)   Nếu 0=z  thì 0== n zw   ,...2,1=∀n . 

**) Nếu 0≠z .  Xét ( )cos sin iw w i w e ψ= ψ + ψ =   thì  

zwn =   ⇔   
2

nw z
n k

⎧ =⎪
⎨
ψ = ϕ+ π⎪⎩

   ⇔     2 ; 0,1,..., 1

nw z

k k n
n

⎧ =
⎪
⎨ ϕ+ π
ψ = = −⎪
⎩

   (8.11) 

Vậy có đúng n  căn bậc n  của z  ứng với các giá trị 1,...,1,0 −= nk . Các căn bậc n  

này là các đỉnh của n  giác đều nội tiếp đường tròn tâm O  bán kính n z  . 

Ví dụ 8.6: Tính căn bậc n  của đơn vị. 

Ta có 0sin0cos1 i+= . Vậy các căn bậc n  của 1 là: 

 
22 2cos sin

ki
n

k
k ki e

n n

π
π π

ε = + =  ;  .1,...,1,0 −= nk    (8.12) 

Ví dụ 8.7:  Tính  ( )3 22 i+−  

Ta có  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+−

4
3sin

4
3cos2222 ππ ii .  

Vậy  ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+− ππππ 2

4
3

3
1sin2

4
3

3
1cos2223 kiki ;  
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0=k :     iiw +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 1

4
sin

4
cos20

ππ  ; 

1=k :     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12
11sin

12
11cos21

ππ iw  ; 

2=k :     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12
5sin

12
5cos2

12
19sin

12
19cos22

ππππ iiw . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0ω  
1ω  

2ω  

2  



 

 267

PHỤ LỤC 2 

ĐA THỨC 

 

1  Đa thức trên một vành nguyên 

Cho K  là một trong các tập số: =K , , ,  hay p  .  

Với mỗi dãy ,...),...,,( 10 naaa  các phân tử Kan ∈ . Biểu thức 
n

n xaxaaxp +++= ...)( 10 , 0≠na  được gọi là đa thức bậc n  của biến (hay ẩn) x . Các 

số naaa ,...,, 10  được gọi là các hệ số của đa thức. 

Nếu 0...10 ==== naaa   thì ta được các đa thức không và cũng ký hiệu là 0 . Tập 
hợp các đa thức biến x  với hệ số thuộc K  được ký hiệu là [ ]xK .  

Các đa thức được ký hiệu )(),( xqxp ... 

      Hai đa thức  n
n xaxaaxp +++= ...)( 10 , 0≠na ; m

m xbxbbxq +++= ...)( 10 , 0≠mb    

Hai đa thức )(),( xqxp  bằng  nhau được ký hiệu và định nghĩa như sau: 

 
0 0

( ) ( )
,..., n n

m n
p x q x

a b a b
=⎧

= ⇔ ⎨ = =⎩
    (8.13) 

2  Vành đa thức 

Trong tập [ ]xK  , giả sử n
n xaxaaxp +++= ...)( 10 , 0≠na  

                   m
m xbxbbxq +++= ...)( 10 , 0≠mb  

Ta định nghĩa tổng )()( xqxp +  và tích )()( xqxp  của hai đa thức )(xp , )(xq  như 

sau: ....)()()(:)()( 2
221100 ++++++=+ xbaxbabaxqxp  

mn
mn xcxccxqxp +

++++= ...:)()( 10 , ∑
=

−=
k

j
jkjk bac

1
, mnk += ...,,1,0          (8.14)  

Với quy ước 0=ja  nếu nj >  và 0=jb  nếu mj > .  

Ta có thể chứng minh được [ ]( )⋅+,,xK  là một vành nguyên. 

( ) ( )( ) ( ) max ( ), ( )p x q x p x q x+ ≤bËc bËc bËc     (8.15) 

( ) )()()()( xqxpxqxp bËcbËcbËc +≤ .       (8.16) 
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3  Phép chia đa thức - Nghiệm 

Định lý 1: Với hai đa thức bất kỳ )(),( xqxp ; 0)( ≠xq  đều tồn tại duy nhất hai đa thức 
)(),( xrxs  sao cho )()()()( xrxsxqxp +=  và nếu 0)( ≠xr  thì )()( xqxr bËcbËc < . 

Ví dụ 8.8:    13544)27242)(52(32 23235 −−+−−++=+ xxxxxxxx  

Định nghĩa 1: )(xr  được gọi là dư của phép chia )(xp  cho )(xq . Nếu 0)( =xr  thì ta nói 
)(xp  chia hết cho )(xq  hay )(xq  là ước của )(xp . 

Định nghĩa 2: Số Kc∈ thoả mãn 0...)( 10 =+++= n
ncacaacp  được gọi là nghiệm của 

đa thức n
n xaxaaxp +++= ...)( 10 .  

Định lý 2: Dư của phép chia )(xp  cho cx −  là )(cp . 

Hệ quả 3: c là nghiệm của đa thức )(xp  khi và chỉ khi cx −  là ước của )(xp ,  nghĩa là 

)()()( xscxxp k−= . 

Nếu )()()( xscxxp k−=  ( k  nguyên, 1≥k ) và 0)( ≠cs   thì c  được gọi là nghiệm 
bội k  của đa thức )(xp . 

Định nghĩa 3: Đa thức [ ]xKxp ∈)(  được gọi là bất khả quy nếu 1)( ≥xpbËc  và nếu 
)()()( xsxqxp =  thì một trong hai đa thức )(xq , )(xs  là hằng số khác 0  của K , nghĩa là 

)(xp  chỉ chia hết cho )(xkp , với { }0\Kk∈ . Chẳng hạn: Mọi đa thức bậc nhất là bất khả 
quy. Đa thức 2≥bËc  bất khả quy khi và chỉ khi nó vô nghiệm trong K . 

Định lý 4: Mọi đa thức 1≥bËc trên trường số phức  đều có nghiệm. 

Hệ quả 5: Mọi đa thức [ ]xxaxaaxp n
n ∈+++= ...)( 10  đều có thể phân tích thành 

))...(()( 1 nn xxxxaxp −−= , trong đó các số phức kx  có thể trùng nhau. 

Hệ quả 6: Mọi đa thức hệ số thực [ ]xxaxaaxp n
n ∈+++= ...)( 10   có thể phân tích 

thành tích các đa thức bất khả quy là đa thức bậc nhất hay đa thức bậc 2 có biệt thức ∆  
âm:   sm l

s
lk

mm
k

n xxxxcxbxcxbxaxp )...()()...()1()( 11
1

2
1

2 −−++++=  

với  042 <− jj cb , mj ,...,1= ;  nllkk sm =+++++ ...2...2 11 . 

4  Ước chung lớn nhất, nguyên tố cùng nhau 

Định nghĩa 4: Nếu hai đa thức )(xp , )(xq  cùng chia hết cho đa thức )(xd  thì )(xd  
được gọi là ước chung của )(xp , )(xq . Ngoài ra nếu mọi ước của )(xp , )(xq  đều là ước 
của )(xd  thì )(xd  gọi là ước chung lớn nhất của )(xp , )(xq . Ký hiệu: 
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     ))(),(()( xqxpUCLNxd = . 

Nếu )(xd  là hằng số khác không thì )(xp , )(xq  được gọi là nguyên tố cùng nhau. 
Ký hiệu 1))(),(( =xqxp . 

Chú ý rằng ))(),(()( xqxpUCLNxd =  xác định duy nhất sai khác một hằng số khác 
0 . Nghĩa là  

      ))(),(()())(),(()( xqxpUCLNxkdxqxpUCLNxd =⇔= , với { }0\Kk∈ . 

Để tìm ))(),(( xqxpUCLN   ta thực hiện phép chia Euclide như sau:  

 Giả sử  )()( xqxp bËcbËc ≥  thì )()()()( 11 xrxsxqxp += , )()(1 xqxr bËcbËc < . 

 Nếu 0)(1 =xr  thì  ))(),(()( xqxpUCLNxq = ; 

 Nếu 0)(1 ≠xr  lặp lập quá trình trên đối với )(xq  và )(1 xr     

)()()()( 221 xrxsxrxq += ; 

 Nếu 0)(2 ≠xr  thì )()( 12 xrxr bËcbËc0 <≠ . 

 Tiếp tục ...     )()()()( 12 xrxsxrxr kkkk += −− ,  

cxsxrxr kkk += +− )()()( 11 . 

 )),((...))(),(())(),(( 1 cxrUCLNxrxqUCLNxqxpUCLN k=== . 

  Nếu 0=c  thì ))(),(()( xqxpUCLNxrk = ; 

  Nếu 0≠c  thì  1))(),(( =xqxp . 

Định lý 7:  

1) ))(),(()( xqxpUCLNxd =  khi và chỉ khi tồn tại các đa thức )(),( xvxu  sao cho  
)()()()()( xdxvxqxuxp =+ . 

2) 1))(),(( =xqxp  khi và chỉ khi tồn tại các đa thức )(),( xvxu  sao cho  
1)()()()( =+ xvxqxuxp . 

Định lý 8:  

1) Hai đa thức [ ]xxqxp ∈)(),(  của trường số phức là nguyên tố cùng nhau khi và 
chỉ khi không có nghiệm chung nào. 

2) Hai đa thức  [ ]xxqxp ∈)(),(  trên trường số thực nguyên tố cùng nhau khi và chỉ 
khi chúng không có nghiệm thực hay nghiệm phức chung nào. 
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Hệ quả 9: )(),( xqxp  là hai đa thức trên trường số thực hay số phức thì:  

( ) 1)(),( =xqxp   ⇔   ( ) 1)(),( =xqxp nm , với mọi số nguyên dương ., nm  

Chú ý:  Các đa thức bất khả qui với hệ số ứng với bậc cao nhất bằng 1(ví dụ: 
04,; 22 <−++− qpqpxxcx  ) đóng vai trò như các số nguyên tố trong vành . Vì vậy 

ta có thể chuyển một cách tương tự các kết quả trong vành số nguyên  sang vành 
nguyên các đa thức [ ]xK . Chẳng hạn để tìm  ))(),(()( xqxpUCLNxd =  ta phân tích )(xp  
thành tích các đa thức bất khả qui. Khi đó )(xd  bằng tích các đa thức bất khả qui có mặt 
đồng thời trong )(xp  và )(xq . 

Ví dụ 8.9:          ( ) ( ) ( )3223 3212)( +++−= xxxxxp  

       ( ) ( ) ( )3213)( 252 +++−= xxxxxq  

  ( ) ( )321)( 22 +++=⇒ xxxxd . 
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