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CHƯƠNG VI 

ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH  

  Ánh xạ tuyến tính (biến đổi tuyến tính) từ không gian véc tơ vào không gian 
véc tơ là một ánh xạ bảo toàn phép cộng véc tơ và phép nhân một số với véc tơ. Ánh 
xạ tuyến tính là một nội dung chính của đại số tuyến tính. Một ánh xạ tuyến tính từ 
một không gian véc tơ vào chính không gian đó được gọi là tự đồng cấu tuyến tính 
(gọi tắt là tự đồng cấu) hay toán tử tuyến tính. Nhà toán học Peano (Italia) là người 
đầu tiên đưa ra khái niệm ánh xạ tuyến tính (1888). 

Ánh xạ tuyến tính còn bảo toàn các không gian con qua các tập ảnh và ảnh 
ngược.  Nghĩa là ảnh qua ánh xạ tuyến tính của một không gian con là một không gian 
con, ảnh ngược của không gian con cũng là không gian con. Đặc biệt ảnh ( )f V  của 
ánh xạ tuyến tính :f V W→  là không gian con của W  được gọi là ảnh của f . Còn 

ảnh ngược { }1 0f −  là không gian véc tơ con của V  được gọi là nhân của f . Chiều của 

không gian véc tơ ảnh ( )f V  được gọi là hạng của f . 

Ánh xạ tuyến tính và đơn ánh được gọi là đơn cấu, toàn ánh được gọi là toàn cấu, 
song ánh được gọi là đẳng cấu. Nếu tồn tại một đẳng cấu từ không gian này lên không 
gian kia thì ta nói hai không gian đó đẳng cấu. Có những tiêu chuẩn riêng để nhận biết 
một ánh xạ tuyến tính là toàn cấu, đơn cấu hay đẳng cấu. Một ánh xạ tuyến tính là toàn 
cấu khi và chỉ khi hạng của nó bằng chiều của không gian đích. Một ánh xạ tuyến tính 
là đơn cấu khi và chỉ khi nhân của nó chỉ gồm véc tơ không. Ánh xạ tuyến tính từ một 
không gian véc tơ vào một không gian véc tơ cùng chiều là toàn cấu khi và chỉ khi là 
đơn cấu (do đó là đẳng cấu), điều này cũng giống như ánh xạ giữa hai tập hữu hạn có 
cùng số phần tử. 

Một ánh xạ tuyến tính hoàn toàn được xác định bởi ảnh của cở sở bất kỳ qua ánh 
xạ này. Vì vậy khi đã cho cơ sở { }1,..., ne e=B  của V  và cơ sở 'B  của W  thì ánh xạ 

tuyến tính :f V W→  hoàn toàn được xác định bởi ma trận của hệ véc tơ  

{ }1( ),..., ( )nf e f e  viết trong cơ sở 'B . Điều này giải thích tại sao đại số tuyến tính 

thường được xem là lý thuyết ma trận. Ma trận của tổng hai ánh xạ tuyến tính bằng 
tổng hai ma trận, ma trận của tích một số với một ánh xạ tuyến tính bằng tích của số 
này với ma trận xác định ánh xạ tuyến tính, ma trận của hợp hai ánh xạ tuyến tính bằng 
tích hai ma trận của chúng. Nói cách khác tương ứng giữa ánh xạ tuyến tính và ma trận 
của nó là một đẳng cấu bảo toàn phép cộng, phép nhân một số với ma trận và phép 
nhân hai ma trận. Hạng của ánh xạ tuyến tính bằng hạng của ma trận của nó. Ma trận 
của một tự đồng cấu trong hai cơ sở khác nhau là đồng dạng. Chính vì lý do này nên 
một bài toán về ma trận có thể  giải  quyết  bằng  phương  pháp  ánh  xạ  tuyến tính  và 

ngược lại.  
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Công thức xác định ảnh của một ánh xạ tuyến tính có biểu thức tọa độ là một hệ 
phương trình tuyến tính. Tìm véc tơ thuộc không gian ảnh tương ứng với tìm điều kiện 
của vế sau để hệ phương trình tuyến tính có nghiệm. Nhân của ánh xạ tuyến tính là 
không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất tương ứng với ánh xạ 
này. 

Một bài toán quan trọng của lý thuyết ma trận là chéo hoá ma trận, đó là tìm một 
ma trận đồng dạng của ma trận cho trước mà ma trận đồng dạng này có các phần tử 
không ở trên đường chéo bằng không. Vấn đề này tương đương với việc tìm  một cơ 
sở gồm các véc tơ riêng của tự đồng cấu xác định bởi ma trận đã cho. Thuật toán chéo 
hoá ở cuối chương sẽ giúp học viên giải quyết được bài toán dạng này. Bài toán chéo 
hóa ma trận có rất nhiều ứng dụng. Bài toàn chéo hóa trực giao ma trận được xét trong 
chương 7. 

6.1  KHÁI NIỆM ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH  

6.1.1  Định nghĩa và ví dụ 

Định nghĩa 6.1: Ánh xạ f từ không gian véc tơ V vào không gian W  thoả mãn: 

 với mọi ,u v V∈ , α∈ ;    

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
f u v f u f v

f u f u
+ = +⎧

⎨ α = α⎩
              (6.1) 

được gọi là ánh xạ tuyến tính (đồng cấu tuyến tính hay gọi tắt là đồng cấu) từ V vào 
W .  

Khi V W=  thì f được gọi là tự đồng cấu. 

Ví dụ 6.1:  Xét các ánh xạ sau: 

1) Ánh xạ không            0:V W→  

       ( )0u u = 0   

2) Ánh xạ đồng nhất        Id :V V V→  

             Id ( )Vu u u=  

3) Phép vị tự tỷ số ∈k     VVf →:  

             kuufu =)(  

4) Giả sử  VWW ⊂⊕ 21 , xét phép chiếu lên thành phần thứ nhất: 

     VWW →⊕ 211 :Pr  

                         121 vvv +  
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5) Phép tịnh tiến theo véc tơ  0v V∈ , :f V V→        

               0vuu +        

6) Phép quay góc θ    2 2:f →  

            ( , ) ( , ) ( cos sin , sin cos )x y f x y x y x y= θ− θ θ + θ  

 
7) Cho ma trận  ij m n

A a
×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , tương ứng : n mf →  

                                1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )n n mx x f x x y y=  

xác định bởi 

                                          
1 1

ij m n
m n

y x
a

y x
×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                       (6.2) 

là một ánh xạ tuyến tính.  

Ngược lại ta có thể chứng minh được (xem mục 4) mọi ánh xạ tuyến tính từ  n  

vào m  đều có dạng như trên. 

6.1.2  Các tính chất 

Định lý 6.1: Nếu WVf →:  là ánh xạ tuyến tính thì 

(i)  ( )f =0 0  

(ii)  với mọi Vv∈ : )()( vfvf −=−  

(iii) 
1 1

( )
n n

i i i i
i i

f v f v
= =

⎛ ⎞
α = α⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ , 1 1,..., , ,...,n nv v V∀α α ∈ ∀ ∈ . 

v

( )f v  

θ  

Ánh xạ 1), 2), 3), 4), 6) là 
ánh xạ tuyến tính.  

2), 3) , 6) là tự đồng cấu. 

5) không phải là ánh xạ 
tuyến tính nếu 0v ≠ 0 . 
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Chứng minh:  (i)  ( ) (0 ) 0 ( )f f f= ⋅ = =0 0 0 0 . 

(ii) ( ) ( ) ( ( )) ( )f v f v f v v f+ − = + − = =0 0 ( ) ( )f v f v⇒ − = − . 

(iii) Dễ dàng chứng minh bằng cách quy nạp theo n .     

Định lý 6.2: Ánh xạ WVf →:  là ánh xạ tuyến tính khi và chỉ khi: 

 , , ,u v V∀ ∈ ∀α β∈ : ( ) ( ) ( )f u v f u f vα +β = α +β    (6.3) 

Chứng minh: Với mọi ,u v V∈ , với mọi ,α β∈ ta chứng minh điều kiện (6.1) tương 
đương điều kiện (6.3). 

(6.1) ⇒ (6.3):   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f u v f u f v f u f vα +β = α + β = α +β  

(6.3) ⇒ (6.1):   
( ) (1 ) (1 ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )
( ) ( 0 ) ( ) 0 ( ) ( ) .

f u v f u f v f u f v f u f v
f u f u v f u f v f u

+ = + = + = +⎧
⎨ α = α + = α + = α⎩

      

Định lý 6.3: Mỗi ánh xạ tuyến tính từ V vào W  hoàn toàn được xác định bởi ảnh của 
một cơ sở của V ; nghĩa là với cơ sở { }1,..., ne e=B  cho trước của V , khi đó với mỗi 

hệ véc tơ Wuu n ∈,...,1 :  

Tồn tại duy nhất ánh xạ tuyến tính :f V W→  sao cho ( ) , 1,...,i if e u i n= = .    (6.4) 

Chứng minh: *) Tồn tại: Với mọi ,Vv∈  giả sử ),...,( 1 nxx  là tọa độ của v  trong cơ 

sở B , nghĩa là nnexexv ++= ...11 . Đặt Wuxuxvf nn ∈++= ...)( 11 . 

 Ta có thể kiểm chứng được rằng f  là ánh xạ tuyến tính và ,)( ii uef = với mọi 
ni ,...,1= . 

*) Duy nhất: Giả sử WVg →: là ánh xạ tuyến tính sao cho ,)( ii ueg = với mọi 

ni ,...,1=  khi đó với bất kỳ nnexexvVv ++=∈ ..., 11 , 

)(...)()...()( 1111 nnnn egxegxexexgvg ++=++= )(...11 vfuxux nn =++=  

Vậy fg = .              

Hệ quả 6.4: , :f g V W→ là hai ánh xạ tuyến tính. { }1,..., ne e=B  là một cơ sở của 

V . Khi đó  

( ) ( ); 1,...,i if g f e g e i n= ⇔ = ∀ = .            (6.5) 

6.1.3   Các phép toán của các ánh xạ tuyến tính 

6.1.3.1  Hom(V,W) 

Cho hai không gian véc tơ WV , . Tập các ánh xạ tuyến tính từ V  vào W  được  
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ký hiệu là ),(Hom WV  (homomorphism).  

Với ),(Hom, WVgf ∈ ,  tương ứng:  WV →  

               )()( vgvfv +                 (6.6) 

là một ánh xạ tuyến tính, được ký hiệu gf +  và gọi là tổng của f và g . 

Tương tự, với ∈k ,  tương ứng:       WV →  

                    )(vkfv              (6.7) 

là ánh xạ tuyến tính được ký hiệu là kf . 

Vậy ta đã xác định hai phép toán: cộng hai ánh xạ tuyến tính, nhân một số với 
ánh xạ tuyến tính. Có thể chứng minh được với hai phép toán này thì (Hom( , ), , )V W + ⋅  
có cấu trúc không gian véc tơ và dim Hom( , ) dim dimV W V W= ⋅ . 

Ví dụ 6.2: Cho hai ánh xạ tuyến tính 3 2, :f g → có công thức xác định ảnh như sau: 

( , , ) (3 5 2 ,4 6 )f x y z x y z x y z= − + + − , ( , , ) (2 6 7 , 5 )g x y z x y z x z= + − − . 

Ta có:  2 ( , , ) (6 10 4 ,8 2 12 )f x y z x y z x y z= − + + − . 

 (3 2 )( , , ) (5 27 20 ,10 3 8 )f g x y z x y z x y z− = − + + − . 

6.1.3.2  EndV 

Giả sử ': VVf →  và "': VVg →  là hai ánh xạ tuyến tính. Có thể chứng minh 
được rằng ánh xạ hợp ": VVfg →  cũng là một ánh xạ tuyến tính.  

Ký hiệu tập các tự đồng cấu của V  là EndV  (endomorphism).  

Với hai phép toán cộng và hợp ánh xạ (End , , )V +  có cấu trúc vành không giao 
hoán, có đơn vị, không nguyên.  

Ngoài ra với hai phép toán (6.6) , (6.7) thì ( )End , ,V + ⋅  còn là một không gian 

véc tơ. 

Vậy EndV  vừa có cấu trúc vành, vừa có cấu trúc không gian véc tơ.  

  Cho Endf V∈  và 0( ) n
np t a a t= + +  là một đa thức bậc n , ta ký hiệu  

0( ) Id n
V np f a a f= + + ; trong đó 0 IdVf = , 1f f= , n

n

f f f=
 lÇn

        (6.7) 

Ví dụ 6.3: Cho ánh xạ tuyến tính 2 2:f → có công thức xác định ảnh như sau: 

( , ) (3 5 ,4 )f x y x y x y= − + . 
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a) 2( , ) ( 11 20 ,16 19 )f x y x y x y= − − −  

b)  Xét đa thức 2( ) 50 9 2p t t t= − + .  

( )2( )( , ) 50Id 9 2 ( , ) ( 5 , 4 3 )Vp f x y f f x y x y x y= − + = + − + . 

6.2  NHÂN VÀ ẢNH CỦA ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

Định lý 6.5: Giả sử :f V W→  là ánh xạ tuyến tính, khi đó: 

(i) Nếu 1V  là không gian con của V  thì 1( )f V  là không gian con của W . S  là 
một hệ sinh của 1V  thì ( )f S  là một hệ sinh của 1( )f V . Do đó 1 1dim ( ) dimf V V≤ . 

(ii) Nếu 1W  là không gian con của W thì 1
1( )f W−  là không gian con của V , 

ngoài ra nếu 1 ( )W f V⊂  thì 1
1 1dim dim ( )W f W−≤ . 

Chứng minh:  

(i) • Với mọi 1 2 1, ( )u u f V∈  tồn tại 1 2 1,v v V∈  sao cho 1 1( )u f v= , 2 2( )u f v= . Do 
đó với mọi ,α β∈  

1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )u u f v f v f v v f Vα +β = α +β = α +β ∈ . 

       • Với mọi 1( )u f V∈ , tồn tại 1v V∈  sao cho ( )f v u= . 

Giả sử { }1,..., ne e  là một hệ sinh của 1V , khi đó: 1 1 ... n nv x v x v= + +  

   1 1 1 1( ) ( ... ) ( ) ... ( )n n n nu f v f x e x e x f e x f e⇒ = = + + = + +  

{ }1( ),..., ( )nf e f e⇒  là một hệ sinh của 1( )f V .  

Điều này suy ra 1 1dim ( ) dimf V V≤ .  

(ii) • Với mọi 1
1 2 1, ( )v v f W−∈ , với mọi ,α β∈ : 

  1
1 2 1 2 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )f v v f v f v W v v f W−α +β ∈α +β ∈ ⇒ α +β ∈ .   

                • Giả sử { }1,..., nu u  là một hệ độc lập tuyến tính của 1W  và 

{ } 1
1 1,..., ( )nv v f W−⊂  sao cho ( )i if v u=  thì { }1,..., nv v  cũng độc lập tuyến tính.  

Vậy 1
1 1dim dim ( )W f W−≤                

Định nghĩa 6.2: Với ánh xạ tuyến tính :f V W→ ta ký hiệu và định nghĩa 

    { }1Kerf f −= 0 ,  Im ( )f f V=     (6.9) 
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 là hạt nhân và là ảnh của f . 

 Vậy { }Ker ( )f v V f v= ∈ = 0  là một không gian véc tơ con của V . 

: Ker ( )v V v f f v∀ ∈ ∈ ⇔ = 0     (6.10) 

{ }Im ( )f f v v V= ∈  là một không gian véc tơ con của W . 

: Im : ( )u W u f v V u f v∀ ∈ ∈ ⇔ ∃ ∈ =     (6.11) 

Ta ký hiệu và định nghĩa  

     ( ) dim Imr f f=              (6.12) 

 là hạng của ánh xạ f . 

Định lý 6.6: Với mọi ánh xạ tuyến tính WVf →:  

    dim ( ) dim KerV r f f= +        (6.13) 

Chứng minh: Giả sử  { }1,..., me e  là một cơ sở của Ker f  (khi { }Ker f = 0  thì m = 0). 

Ta có thể bổ sung để { }1 1,..., , ,...,m m m ke e e e+ +  là một cơ sở của V .  

Ta sẽ chứng minh { }1( ),..., ( )m m kf e f e+ +  là một hệ sinh, độc lập tuyến tính của 

Im f (do đó là một cơ sở).  

• Với mọi ( ) Imf v f∈ ; 1 1 1 1... ...m m m m m k m kv x e x e x e x e V+ + + += + + + + + ∈  

    1 1 1 1( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( )m m m m m k m kf v x f e x f e x f e x f e+ + + += + + + + +  

           1 1( ) ... ( )m m m k m kx f e x f e+ + + += + + . 

Vậy { }1( ),..., ( )m m kf e f e+ +  là một hệ sinh của ( )f V . 

• Giả sử  1 1( ) ... ( )m k m ky f e y f e+ ++ + = 0  thì 1 1 ... Kerm k m ky e y e f+ ++ + ∈  

1 1 1 1... ...m k m k m my e y e z e z e+ +⇒ + + = + +   

1 1 1 1... ...m k m k m my e y e z e z e+ +⇒ + + − − − = 0   

1 ... 0ky y⇒ = = = .  

Vậy { }1( ),..., ( )m m kf e f e+ +  độc lập tuyến tính          

Nhận xét 6.1: Giả sử :f V W→  là ánh xạ tuyến tính và { }1,..., ne e=B  là một cơ sở 

của V . Ta có thể chứng minh được { }1( ),..., ( )nf e f e  là một hệ sinh của Im f , do đó 

mọi hệ con độc lập tuyến tính tối đại của { }1( ),..., ( )nf e f e  là cơ sở của Im f . 
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Ví dụ 6.4: Xét ánh xạ tuyến tính 4 3:f →   xác định bởi: 

( )( , , , ) 2 3 5 ,3 2 3 4 , 3 6f x y z t x y z t x y z t x z t= − + + − + + + + . 

Tìm một cơ sở của Im f , Ker f  của f . Từ đó suy ra hạng ( )r f . 

Giải: Theo (6.11): 3 4: Im : ( )u u f v u f v∀ ∈ ∈ ⇔ ∃ ∈ = .  

Nói cách khác ( , , ) Imu a b c f= ∈  khi và chỉ khi hệ phương trình sau có nghiệm 

2 3 5
3 2 3 4

3 6

x y z t a
x y z t b
x z t c

− + + =⎧
⎪ − + + =⎨
⎪ + + =⎩

 

Sử dụng phương pháp khử Gauss ta được: 

2 1 3 5 1 0 3 6 1 0 3 6
3 2 3 4 0 1 3 7 2 0 1 3 7 2
1 0 3 6 0 1 3 7 0 0 0 0 2

a c c
b a c a c
c b a c b a c

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ↔ − − − − ↔ − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Vậy hệ phương trình có nghiệm khi 2 0b a c− + = . Do đó 

( , , ) Im ( ,2 , ) (1,2,0) (0, 1,1)u a b c f u a a c c a c= ∈ ⇔ = − = + − . 

Vậy Im f  có một cơ sở là  { }(1,2,0), (0, 1,1)− . 

Tương tự, từ (6.10) ta có: ( , , , ) Kerv x y z t f= ∈  khi và chỉ khi ( , , , )x y z t  là 
nghiệm của hệ phương trình sau  

2 3 5 0
3 6

3 2 3 4 0
3 7

3 6 0

x y z t
x z t

x y z t
y z t

x z t

− + + =⎧
= − −⎧⎪ − + + = ⇒⎨ ⎨ = − −⎩⎪ + + =⎩

 

Vậy Ker f  có một cơ sở là  { }( 3, 3,1,0), ( 6, 7,0,1)− − − − . 

( ) 2r f = , dim(Ker ) 2f = ; 4( ) dim(Ker ) dimr f f+ =  (nghiệm đúng công thức 6.13). 

 Mặt khác ngoài cơ sở { }(1,2,0), (0, 1,1)−  của Im f , theo nhận xét 6.1 và 

( ) 2r f =  thì hai véc tơ cột bất kỳ của ma trận 
2 1 3 5
3 2 3 4
1 0 3 6

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  đều là cơ sở của Im f . 

 6.3  TOÀN CẤU, ĐƠN CẤU, ĐẲNG CẤU 

6.3.1 Toàn cấu 

Định nghĩa 6.3: Ánh xạ tuyến tính và toàn ánh được gọi là toàn cấu. 
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Định lý 6.6: Với ánh xạ tuyến tính :f V W→ , các mệnh đề sau tương đương: 

 (i)  f  toàn cấu. 

 (ii)   Ảnh của hệ sinh của V là hệ sinh của W . 

 (iii)   ( ) dimr f W= . 

Chứng minh: ( ) ( ) :i ii⇒  Giả sử { }1,..., nv v  là hệ sinh của V . Khi đó với mọi u W∈ , 

tồn tại v V∈  sao cho ( )f v u=  (vì ( )f V W= ).  

1 1 1 1 1 1... ( ) ( ... ) ( ) ... ( )n n n n n nv x v x v u f v f x v x v x f v x f v= + + ⇒ = = + + = + + . 

Vậy { }1( ),..., ( )nf v f v  là hệ sinh của W . 

( ) ( )ii i⇒ : Giả sử { }1,..., ne e  là một cơ sở của V  thì { }1( ),..., ( )nf e f e  là hệ sinh 

của W { }1span ( ),..., ( ) ( )nW f e f e f V⇒ = =  f⇒  toàn cấu. 

( ) ( ) dim ( ) dim ( ) dimi f V W f V W r f W⇔ = ⇔ = ⇔ = .       

6.3.2  Đơn cấu 

Định nghĩa 6.4: Ánh xạ tuyến tính và đơn ánh được gọi là đơn cấu. 

Định lý 6.7: Với ánh xạ tuyến tính :f V W→ , các mệnh đề sau tương đương:  

     (i)   f  đơn cấu.    

     (ii)  { }Ker f = 0 . 

     (iii)  Ảnh của hệ độc lập tuyến tính của V là hệ độc lập tuyến tính của W . 

     (iv)  ( ) dimr f V= . 

Chứng minh: ( ) ( )i ii⇒ : Hiển nhiên. 

( ) ( )ii i⇒ : Giả sử 1 2( ) ( )f v f v= 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )f v f v f v v v v v v⇒ = − = − ⇒ − = ⇒ =0 0   

( ) ( )ii iii⇒ : Giả sử  { }1,..., mv v  độc lập, ta chứng minh { }1( ),..., ( )mf v f v độc lập: 

 1,..., mx x∀ ∈ : { }1 1 1 1( ) ... ( ) ... Kerm m m mx f v x f v x v x v f+ + = ⇒ + + ∈ =0 0  

 1 1 1... ... 0m m mx v x v x x⇒ + + = ⇒ = = =0 . 

( ) ( )iii iv⇒ : Giả sử { }1,..., ne e  là một cơ sở của V  thì { }1( ),..., ( )nf e f e  là hệ sinh độc 

lập tuyến tính của ( )f V . Do đó ( ) dimr f V=  . 

)()( iiiv ⇒ : { }
( ) Ker

Ker 0 Ker
( )

dim dim
dim

dim
V r f f

f f
V r f
= + ⎫

⇒ = ⇒ =⎬= ⎭
0 .     
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Ví dụ 6.5: Ánh xạ tuyến tính xét ở ví dụ 6.4 không đơn cấu vì { }Ker f ≠ 0 , không 

toàn cấu vì 3( ) 2 dimr f = ≠ . 

6.3.3  Đẳng cấu 

Định nghĩa 6.5: Ánh xạ tuyến tính vừa đơn cấu vừa toàn cấu được gọi là đẳng cấu.  

Vậy đẳng cấu là một ánh xạ tuyến tính và song ánh. 

Hai không gian ,V W  được gọi là đẳng cấu nếu có ánh xạ tuyến tính đẳng cấu 
:f V W→ .  

Phép đẳng cấu :f V V→  được gọi là tự đẳng cấu của không gian V . Tập hợp 
các tự đẳng cấu của V  được ký hiệu là Gl( )V . 

Định lý 6.8: V  và W đẳng cấu khi và chỉ khi dim dimV W= . 

Chứng minh: ( )⇒ : Nếu :f V W→  đẳng cấu thì 

dim ( )
dim dim

dim ( )
V r f
W r f

V W= ⎫
⇒⎬= ⎭

=
   (®¬n cÊu)

   (toµn cÊu)
. 

( )⇐ : Ngược lại nếu dim dimV W n= = .  

Giả sử { }1,..., ne e=B , { }1' ,..., n= ω ωB  là cơ sở lần lượt của V  và W . Gọi 

WVf →:  là ánh xạ tuyến tính thoả mãn nief ii ,...,1;)( ==ω  (xem chứng minh 

định lý 6.3). Khi đó  ffr WV ⇒== dimdim)( đẳng cấu.                 

Ví dụ 6.6: Ánh xạ tuyến tính 2 2:f →  xác định bởi:  

( )( , ) 2 ,f x y x y x y= − +  

là một đơn cấu vì ( ) ( )( , ) (0,0) 2 , (0,0) , (0,0)f x y x y x y x y= ⇒ − + = ⇒ = .  

f  đơn cấu do đó f  là một đẳng cấu vì vậy: với mọi 2( ', ')x y ∈  tồn tại duy 

nhất 2( , )x y ∈  sao cho ( )( ', ') ( , ) 2 ,x y f x y x y x y= = − + .  

Như vậy f  đẳng cấu khi và chỉ khi hệ phương trình sau tồn tại duy nhất 
nghiệm: 

2 '
'

x y x
x y y

− =⎧
⎨ + =⎩

. 

Ta có thể tìm được nghiệm duy nhất: ' '
3

x yx +
= , 2 ' '

3
y xy −

= . 
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Ví dụ 6.7: Xét ánh xạ tuyến tính 3
2:f →P   xác định bởi:  

2( , , ) ( 2 3 ) (2 5 6 ) ( 8 )f x y z x y z x y z t x z t= + + + + + + + . 

 Theo ví dụ 5.6 hệ phương trình 
1 2 3

1 2 3

1 3

2 3
2 5 3

8

x x x a
x x x b
x x c

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + =⎩

 tồn tại duy nhất nghiệm.  

Do đó 2
2a bt ct∀ + + ∈P , 3!( , , )x y z∃ ∈  thỏa mãn 2( , , )f x y z a bt ct= + + . 

Vậy f  là một đẳng cấu. 

Định lý 6.9: ( )Gl( ),V  là một nhóm không giao hoán. 

Chứng minh: Ta dễ dàng chứng minh nếu f  là tự đẳng cấu của V  thì ánh xạ ngược 
1f −  cũng là tự đẳng cấu của V . Nếu ,f g  tự đẳng cấu thì g f  cũng tự đẳng cấu. 

Ta đã biết rằng ánh xạ từ một tập hữu hạn vào một tập hữu hạn có cùng số phần 
tử là đơn ánh khi và chỉ khi là toàn ánh (Nhận xét 1.3-5, chương 1). Điều này cũng còn 
đúng đối với ánh xạ tuyến tính giữa hai không gian véc tơ có cùng số chiều. 

Định lý 6.10: Giả sử dim dimV W=  và :f V W→  là ánh xạ tuyến tính từ  V  vào W . 
Khi đó: f  đơn cấu khi và chỉ khi f  toàn cấu, do đó đẳng cấu. 

Chứng minh: 

f  toàn cấu ( ) dim ( ) dimr f W r f V f⇔ = ⇔ = ⇔ đơn cấu.    

6.4  ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH VÀ MA TRẬN  

6.4.1  Ma trận biểu diễn ánh xạ tuyến tính 

Theo định lý 6.3, mọi ánh xạ tuyến tính :f V W→  hoàn toàn được xác định bởi 
ảnh của một cơ sở của V  (công thức (6.4)).  

Giả sử { }1,..., ne e=B  là một cơ sở của V , khi đó ánh xạ tuyến tính f  hoàn toàn 

được xác định bởi hệ véc tơ { }1( ),..., ( )nf e f e .  

Mặt khác nếu { }1' ,..., m= ω ωB là một cơ sở của W  thì hệ { }1( ),..., ( )nf e f e  hoàn 

toàn được xác định bởi ma trận cỡ nm×  có n  cột là các tọa độ của các véc tơ 

1( ),..., ( )nf e f e  trong cơ sở 'B  (công thức (3.10)). Vì vậy với hai cơ sở B , 'B  cho 
trước thì ánh xạ tuyến tính f  hoàn toàn được xác định bởi ma trận: 

ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , với 

1
( ) ; 1,...,

m

j ij i
i

f e a j n
=

= ω =∑      (6.14) 
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Định nghĩa 6.6: Ma trận A  có các cột lần lượt là tọa độ của hệ véc tơ 1( ),..., ( )nf e f e  
viết trong cơ sở 'B  (công thức (6.14)) được gọi là ma trận của ánh xạ tuyến tính f  

trong cơ sở { }1,..., ne e=B  của V  và 'B  của W . Ký hiệu: 

[ ] 'A f= B
B .          (6.15) 

       Nếu f  là một tự đồng cấu của không gian véc tơ V , khi đó ma trận A  của f  

trong cùng một cơ sở { }1,..., ne e=B  của V   được ký hiệu  

[ ]A f= B           (6.16) 

thay cho [ ] 'f BB . 

       Ma trận của ánh xạ tuyến tính trong cơ sở chính tắc được gọi là ma trận chính tắc. 

Ví dụ 6.8:  Xét ánh xạ 3 2:f →  xác định bởi ( , , ) (2 4 ,3 5 )f x y z x y z x z= + − +  

  (1,0,0) (2,3) 2(1,0) 3(0,1)f = = + . 

  (0,1,0) (1,0) 1(1,0) 0(0,1)f = = + . 

  (0,0,1) ( 4,5) 4(1,0) 5(0,1)f = − = − + . 

Vậy ma trận của f  trong cơ sở chính tắc của 3  và 2  là 

    
2 1 4
3 0 5

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Nhận xét 6.2: Bằng cách tính toán như ví dụ trên ta có thể kiểm tra được rằng ánh xạ 

tuyến tính : m nf →  với công thức xác định ảnh:  

1 11 1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., )m m m n nm mf x x a x a x a x a x= + + + +  

Có ma trận chính tắc: 

11 1

1

m

n nm

a a
A

a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Ví dụ 6.9:  Toán tử đạo hàm :D 3 2→P P  là một ánh xạ tuyến tính thỏa mãn: 

(1) 0D = , ( ) 1D t = , 2( ) 2D t t= , 3 2( ) 3D t t= . 

Do đó có ma trận trong cơ sở chính tắc của 3P  và 2P  là 
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 
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Nếu cố định cơ sở { }1,..., ne e=B  của V  và cơ sở { }1' ,..., m= ω ωB  của W  thì: 

Với mỗi ánh xạ tuyến tính WVf →:  tồn tại duy nhất ma trận ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  xác định 

bởi (6.14). 

Ngược lại, cho ma trận ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . Xét hệ véc tơ { }1,..., nu u  của W  có tọa độ 

trong cơ sở 'B  là các cột của ma trận A , theo định lý 6.3 tồn tại duy nhất ánh xạ  

tuyến tính WVf →:  thỏa mãn (6.4). Do đó [ ] '
ij m nm n

f a ××
⎡ ⎤= ∈⎣ ⎦

B
B M .  

Vậy có tương ứng 1 - 1 giữa Hom( , )V W  và nm×M .  

Định lý 6.11: Tương ứng    Hom( , ) m nV W ×→ M   

         [ ] 'f A f= B
B  

xác định bởi (6.14) là một song ánh thỏa mãn các tính chất: 

[ ] [ ] [ ]' ' 'f g f g+ = +B B B
B B B ;  [ ] [ ]' ': f f∀λ∈ λ = λB B

B B .      (6.17) 

[ ] '( ) ( )r f r f= B
B .           (6.18) 

Chứng minh: [ ] 'f g+ B
B  là ma trận của hệ véc tơ cột { }1( )( ),..., ( )( )nf g e f g e+ + ,  

[ ] 'f BB  là ma trận của hệ véc tơ cột { }1( ),..., ( )nf e f e  và [ ] 'g BB  là ma trận của hệ véc tơ 

cột { }1( ),..., ( )ng e g e . Do đó [ ] [ ] [ ]' ' 'f g f g+ = +B B B
B B B . Đẳng thức thứ hai của công 

thức (6.17) được chứng minh tương tự.  

Để chứng minh công thức (6.18) ta nhận thấy rằng hạng ( )r A  của ma trận 

[ ] 'A f= B
B  là hạng của hệ các véc tơ cột { }1( ),..., ( )nf e f e .  

Mặt khác { }1span ( ),..., ( ) ( )nf e f e f V= , do đó ( ) dim ( ) ( )r A f V r f= = .    

Cho hai ánh xạ tuyến tính , :f g  ' "f gV V V⎯⎯→ ⎯⎯→ . , ', "V V V  lần lượt có cơ sở 

là { }1,..., ne e=B , { }1' ' ,..., 'me e=B , { }1" ",..., "le e=B .  

Giả sử [ ] 'A f= B
B  là ma trận của f  trong cơ sở B , 'B  và [ ] "

'B g= B
B  là ma trận 

của g  trong cơ sở 'B , "B  thì BA  là ma trận của g f  trong cơ sở B , "B . Thật 
vậy: 

  ij m n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , xác định bởi 

1
( ) '

m

j ij i
i

f e a e
=

=∑  ; 1,...,j n=  
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  [ ]ki l mB b ×= , xác định bởi 
1

( ' ) "
l

i ki k
k

g e b e
=

= ∑  ; 1,...,i m=  

1 1 1 1 1 1
( ) ' ( ' ) " "

m m m l l m

j ij i ij i ij ki k ki ij k
i i i k k i

g f e g a e a g e a b e b a e
= = = = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . 

Điều này chứng tỏ BA  là ma trận của fg . 

[ ] [ ] [ ]" " '
'g f g f=B B B

B B B     (6.19) 

 Khi "' VVV ==  và ta chọn cố định một cơ sở của V  thì có tương ứng 1-1 giữa 
các tự đồng cấu của V  và các ma trận vuông cấp n . 

Định lý 6.12:  Tương ứng End( ) nV →M  

           [ ]f A f= B  

là một đẳng cấu vành, trong đó [ ]A f= B  là ma trận của f  trong một cơ sở cố định 

B  của V  xác định bởi (6.14), (6.16). 

Hệ quả 6.13: Cho Endf V∈ , B  là một cơ sở  của V . Đăt [ ]A f= B  , khi đó: 

 f  là tự đẳng cấu khi và chỉ khi A khả nghịch, đồng thời ma trận của 1f −  trong cơ 

sở B  có dạng 1 1f A− −⎡ ⎤ =⎣ ⎦B
.  

Hệ quả 6.14: Cho Endf V∈ , B  là một cơ sở  của V . Giả sử 0( ) n
np t a a t= + +  là 

một đa thức bậc n  . Đăt [ ]A f= B ; theo (6.8), (6.16) - (6.19) ta có:  

Ma trận của 0( ) Id n
V np f a a f= + +  trong cơ sở B  là 0( ) n

np A a I a A= + + . 

Ví dụ 6.10: Cho ánh xạ tuyến tính 3 3:f →  có công thức xác định ảnh  

( , , ) ( 2 2 ,3 5 , )f x y z x y z x y z x y z= + + + + − + . 

a) Chứng minh rằng f  là một đẳng cấu. Tìm công thức xác định ảnh của ánh xạ 

ngược 1( , , )f x y z− . 

b) Cho đa thức 2( ) 2 4 3p t t t= − + . Viết ma trận chính tắc của ( )p f .  

Giải: a) Ma trận chính tắc của f  là 
1 2 2
3 1 5
1 1 1

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. A  khả nghịch và  
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1
6 4 8

1 2 1 1
2

4 3 5
A−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

Do đó f  là một đẳng cấu và ánh xạ ngược xác định như sau:  

 1 1( , , ) (6 4 8 ,2 , 4 3 5 )
2

f x y z x y z x y z x y z− = − + − + − + − . 

b) Ma trận chính tắc của ( )p f :  

2
9 2 14

11 2 16
1 0 2

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

2
25 2 34

( ) 2 4 3 21 4 28
7 4 8

p A I A A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥⇒ = − + = ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

6.4.2  Ma trận của ánh xạ tuyến tính trong các cơ sở khác nhau 

Giả sử :f V W→   là ánh xạ tuyến tính.  

Gọi 1

1'
ijT t⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B
B

là ma trận chuyển cơ sở { }1 1,..., ne e=B  sang cơ sở { }1 1' ' ,..., 'ne e=B  

của không gian V . 

Gọi [ ] 2

2'kiP p= B
B là ma trận chuyển cơ sở { }2 1,..., m= ω ωB  sang cơ sở 

{ }2 1' ' ,..., 'm= ω ωB  của W . 

[ ] 2

1
A f= B

B  là ma trận của f  trong cơ sở 1 2,B B , 

[ ] 2

1

'
''A f= B
B  là ma trận của f  trong cơ sở 1 2' , 'B B   thì  

[ ] [ ] [ ] 12 2 2

1 12 1

'
'' 'ki ijp f f t⎡ ⎤= ⎣ ⎦

BB B B
B BB B

                  (6.20)  

Hoặc 

'PA AP= ;  1'A P AT−=                                    (6.21) 

Thật vậy: Giả sử  [ ] [ ]2

1
ki m nA f a ×= =B

B  
1

( )
m

i ki k
i

f e a
=

⇒ = ω∑  

    [ ] [ ]2

1

'
'' 'ki m nA f a ×= =B
B

1
( ' ) ' '

m

j ij i
i

f e a
=

⇒ = ω∑  

[ ] 2

2'kiP p= B
B  

1
'

m

i ki k
i

p
=

⇒ ω = ω∑  
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1

1'
ijT t⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B
B

1
'

n

j ij i
i

e t e
=

⇒ =∑ . 

Ta có:   

1 1 1 1 1
( ' ) ' ' ' '

m m m m m

j ij i ij ki k ki ij k
i i k k i

f e a a p p a
= = = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ω = ω = ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑    (*) 

Mặt khác: 

1 1 1 1 1 1
( ' ) ( )

n n n m m n

j ij i ij i ij ki k ki ij k
i i i k k i

f e f t e t f e t a a t
= = = = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = ω = ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  (**) 

(*) và (**) suy ra   
1 1

'
m n

ki ij ki ij
i i

p a a t
= =

=∑ ∑  với mọi 1,...,j n=  ; 1,...,k m= . 

Do đó  ATPA =' .  Vậy 1'A P AT−=  . 

Đặc biệt nếu f  là tự đồng cấu của không gian véc tơ V . Gọi ', AA  là ma trận 
của f  trong hai cơ sở , 'B B  và T  là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang 'B  thì:      

         1'A T AT−=                         (6.22) 

[ ] ( ) [ ]
1

' ' 'ij ijf t f t
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
B B

B BB B
          (6.23) 

Ví dụ 6.11: Tự đồng cấu tuyến tính f  có ma trận ứng với cơ sở { }1 2 3 4, , ,e e e e=B xác 

định như sau:  

1 2 0 1
3 0 1 2
2 5 3 1
1 2 1 3

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Hãy tìm ma trận 'A  của f  trong cơ sở { }1 3 2 4' , , ,e e e e=B  .          

Giải:  

Cách 1 (Tim trực tiếp theo định nghĩa 6.6 công thức (6.14)-(6.16)):  

Đặt 1 1'e e= , 2 3'e e= , 3 2'e e= , 4 4'e e= . 

Theo giả thiết ta có: 

1 1 1 2 3 4 1 2 3 4( ' ) ( ) 3 2 ' 2 ' 3 ' 'f e f e e e e e e e e e= = + + + = + + + ; 

2 3 2 3 4 2 3 4( ' ) ( ) 3 3 ' ' 'f e f e e e e e e e= = − + + = − + ; 
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3 2 1 3 4 1 2 4( ' ) ( ) 2 5 2 2 ' 5 ' 2 'f e f e e e e e e e= = + + = + + ; 

4 4 1 2 3 4 1 2 3 4( ' ) ( ) 2 3 ' ' 2 ' 3 'f e f e e e e e e e e e= = + + + = + + + ; 

Vậy ma trận 'A  của f  trong cơ sở { }1 3 2 4' , , ,e e e e=B : 

1 0 2 1
2 3 5 1

'
3 1 0 2
1 1 2 3

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Cách 2 (Áp dụng công thức 6.22, 4.25, 3.12): 

1

1 0 0 0 1 2 0 1 1 0 0 0 1 0 2 1
0 0 1 0 3 0 1 2 0 0 1 0 2 3 5 1

'
0 1 0 0 2 5 3 1 0 1 0 0 3 1 0 2
0 0 0 1 1 2 1 3 0 0 0 1 1 1 2 3

A T AT−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Định nghĩa 6.7: Hai ma trận ,A B  được gọi là đồng dạng nếu tồn tại ma trận không 

suy biến T  sao cho 1B T AT−= . 

Công thức (6.22) cho thấy hai ma trận của một tự đồng cấu bất kỳ trong hai cơ sở 
khác nhau là đồng dạng. Mặt khác, nếu ,A B  đồng dạng thì det detA B= . Vì vậy ta có 
thể định nghĩa định thức của một tự đồng cấu f  là 

      det detf A=                     (6.24) 

trong đó A  là ma trận của f  trong một cơ sở nào đó.  

Ví dụ 6.12:  Cho hai ánh xạ tuyến tính 2 3:f →  và 3 2:g →  xác định bởi: 

( , ) ( 2 , , 3 4 )f x y x y x x y= − − + , ( , , ) ( 2 5 ,3 4 )g x y z x y z x y= − − +  

 Tìm ma trận chính tắc của g f , tính det( )g f . 

Giải : Gọi A , B  lần lượt là ma trận chính tắc của f  và g  thì:  

1 2
1 0
3 4

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 , 
1 2 5
3 4 0

B
− −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

và ma trận chính tắc của g f  là 
14 22
7 6

BA
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
.  

Định thức: 
14 22

det( ) 70
7 6

g f
−

= =
−

. 
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6.4.3 Biểu thức tọa độ của ánh xạ tuyến tính 

Giả sử :f V W→  là một ánh xạ tuyến tính, { }1,..., ne e=B  là một cơ sở của V   

và { }1' ,..., m= ω ωB  là một cơ sở của W .  

Nếu ( )1( ,..., )nx x v= B  là tọa độ của Vv∈  trong cơ sở B ,  

        ( )1 '( ,..., ) ( )my y f v= B  là tọa độ của Wvf ∈)(  trong cơ sở 'B  (xem 3.10) 

và [ ] '
ij m n

f a
×

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
B
B  là ma trận của f  trong cơ sở , 'B B  thì 

 [ ] [ ] [ ]'
'( )f v f v= B
B B B ; nghĩa là 

1 1

ij m n
m n

y x
a

y x
×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

          (6.25) 

 (6.25) được gọi là biểu thức tọa độ của ánh xạ tuyến tính f . 

 Đặc biệt nếu : n mf →  là ánh xạ tuyến tính xác định bởi 

1 1 11 1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( , ..., )m n n n m mn ny y f x x a x a x a x a x= = + + + +  

thì ma trận chính tắc của f  là ij m n
a

×
⎡ ⎤⎣ ⎦  (xem nhận xét 6.2). Ngược lại từ công thức 

(6.25) suy ra rằng mọi ánh xạ tuyến tính từ n  vào m  đều có dạng trên, điều này 
giải thích công thức (6.2) của ví dụ 6.1. 

6.4.4 Ánh xạ tuyến tính và hệ phương trình tuyến tính 

Đắng thức (6.25) có thể viết dưới dạng hệ phương trình tuyến tính     

 
1 11 1 1

1 1

...
....................................

...

n n

m m mn n

y a x a x

y a x a x

= + +⎧
⎪
⎨
⎪ = + +⎩

                   (6.26) 

Điều này cho phép giải quyết các bài toán về ánh xạ tuyến tính thông qua hệ 
phương trình tuyến tính. 

Giả sử :f V W→  là một ánh xạ tuyến tính, { }1,..., ne e=B  là một cơ sở của V  

và { }1' ,..., m= ω ωB  là một cơ sở của W .  

Từ công thức (6.10), (6.11) xác định Im f , Ker f  và biểu thức tọa độ dưới dạng 
hệ phương trình tuyến tính (6.26) ta có các kết quả sau: 

 Với mọi u W∈ , 1 1 m mu b b= ω + + ω . Khi đó 
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Imu f∈  khi và chỉ khi hệ phương trình 
11 1 1 1

1 1

...
....................................

...

n n

m mn n m

a x a x b

a x a x b

+ + =⎧
⎪
⎨
⎪ + + =⎩

có nghiệm    (6.27) 

 Với mọi 1 1 n nv x e x e V= + + ∈ ;  

Kerv f∈  khi và chỉ khi 1( ,..., )nx x  là nghiêm của phương trình tuyến tính thuần 
nhất  

   
11 1 1

1 1

... 0
.................................

... 0

n n

m mn n

a x a x

a x a x

+ + =⎧
⎪
⎨
⎪ + + =⎩

            (6.28) 

Ví dụ 6.13: Cho ánh xạ tuyến tính 3 2:f →P P  có công thức xác định ảnh 

2 3
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

2
0 1 2 3

( ) (5 2 3 ) (4 2 3 )

( 2 )

f a a t a t a t a a a a a a a a t

a a a a t

+ + + = + − + + + − +

+ + − −
 

a) Viết biểu thức tọa độ của f trong cơ sở chính tắc.  

b) Tìm một cơ sở của Ker f  và Im f . 

Giải: a) Đặt 2 3 2
0 1 2 3 0 1 2( )f a a t a t a t b b t b t+ + + = + + , biểu thức tọa độ (6.24) của f  

trong cơ sở chính tắc có dạng 

0
0

1
1

2
2

3

5 2 3 1
4 1 2 3
1 1 1 2

a
b

a
b

a
b

a

⎡ ⎤
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

  

Dạng phương trình (6.25):  

0 0 1 2 3

1 0 1 2 3

2 0 1 2 3

5 2 3
4 2 3

2

b a a a a
b a a a a
b a a a a

= + − +⎧
⎪ = + − +⎨
⎪ = + − −⎩

 

b) 2 2 3
0 1 2 0 1 2 3Im : ( )q b b t b t f p a a t a t a t f p q= + + ∈ ⇔∃ = + + + = . 

Điều này tương đương hệ phương trình (với ẩn 0 1 2 3, , ,a a a a ) sau có nghiệm: 

0 1 2 3 0

0 1 2 3 1

0 1 2 3 2

5 2 3
4 2 3

2

a a a a b
a a a a b
a a a a b

+ − + =⎧
⎪ + − + =⎨
⎪ + − − =⎩

 

Sử dụng phương pháp khử Gauss ta được: 
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0 2 2 1

1 1 2 1 2

2 2 1 0 2 1 0

5 2 3 1 1 1 1 2 2 1 0 7 2
4 1 2 3 3 0 1 5 3 0 1 5
1 1 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0

b b b b
b b b b b
b b b b b b b

− − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− ↔ − − ↔ − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − + − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Vậy hệ phương trình có nghiệm khi 2 1 0 0b b b+ − = .  

Do đó 

2 2 2
0 1 2 1 2 1 2 1 2Im ( ) (1 ) (1 )q b b t b t f q b b b t b t b t b t= + + ∈ ⇔ = + + + = + + + . 

Vậy Im f  có một cơ sở là  { }2
1 21 , 1q t q t= + = + . 

 Theo nhận xét 6.1 và tương tự ví dụ 6.4 ta cũng nhận thấy rằng hai véc tơ cột 

bất kỳ của ma trận 
5 2 3 1
4 1 2 3
1 1 1 2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 độc lập, do đó các cặp véc tơ tương ứng tạo thành 

cơ sở của Im f .   

Chẳng hạn { }1 2,r r , { }1 3,r r , { }1 4,r r , { }2 3,r r , { }2 4,r r , { }3 4,r r  là các cơ sở của 

Im f , trong đó { }2 2 2 2
1 2 3 45 4 , 2 , 3 2 , 1 3 2r t t r t t r t t r t t= + + = + + = − − − = + − . 

2 3
0 1 2 3 Kerp a a t a t a t f= + + + ∈  khi và chỉ khi 0 1 2 3, , ,a a a a là nghiệm của hệ 

phương trình thuần nhất:  

0 1 2 3
0 1 3 1 0 3

0 1 2 3
0 2 3 2 0 3

0 1 2 3

5 2 3 0
2 7 0 2 7

4 2 3 0
3 5 0 3 5

2 0

a a a a
a a a a a a

a a a a
a a a a a a

a a a a

+ − + =⎧
− + − = = +⎧ ⎧⎪ + − + = ↔ ↔⎨ ⎨ ⎨− + = = +⎩ ⎩⎪ + − − =⎩

 

Do đó:  

2 3 2 3
0 1 2 3 0 0 3 0 3 3Ker (2 7 ) (3 5 )p a a t a t a t f p a a a t a a t a t= + + + ∈ ⇔ = + + + + +  

             2 2 3
0 3(1 2 3 ) (7 5 )p a t t a t t t⇔ = + + + + + . 

Vậy Ker f  có một cơ sở là  { }2 2 3
1 21 2 3 ; 7 5p t t p t t t= + + = + + . 

Nhận xét 6.3:  
a) Từ hai định lý 6.11, 6.12 hệ quả 6.13, 6.14 và các ví dụ trên ta thấy rằng một 

bài toán về ánh xạ tuyến tính có thể chuyển sang bài toán ma trận, hệ phương trình 
tuyến tính và ngược lại. Chẳng hạn để chứng minh định thức của ma trận A  khác 0 ta 
chỉ cần chứng minh tự đồng cấu tuyến tính f  với [ ]A f= B  là đơn cấu hoặc toàn cấu, 

hoặc hệ phương trình tuyến tính tương ứng (6.25), (6.26) có duy nhất nghiệm. 
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b) dim Ker f  là chiều của không gian nghiệm của hệ phương trình thuần nhất 
(6.28), hạng của ma trận hệ số bằng hạng của f . Áp dụng định lý 5.5-b) ta nhận được 
đẳng thức (6.13) của định lý 6.6. 

6.5  CHÉO HOÁ MA TRẬN 

Trong phần này ta giải quyết bài toán: Với tự đồng cấu tuyến tính f  của không 
gian V , hãy tìm một cơ sở của V  để ma trận của f  trong cơ sở này có dạng chéo: 

     
1

n

λ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥λ⎣ ⎦

          (6.28) 

Bài toán trên cũng tương đương với bài toán: Cho ma trận A  tìm ma trận không 

suy biến T  sao cho 1T AT−  có dạng chéo.  

Ta sẽ chỉ ra khi nào bài toán này có lời giải, cách tìm cơ sở để ma trận của f  

trong cơ sở này có dạng chéo hoặc cách tìm ma trận T  sao cho 1T AT−  có dạng chéo. 

6.5.1 Không gian con bất biến 

Định nghĩa 6.8: Không gian con W  của không gian V  được gọi là bất biến đối với tự 
đồng cấu f  trên V  nếu  ( )f W W⊂ . 

Giả sử { }kee ,...,1  là một cơ sở của W , ta bổ sung để { }1 1,..., , ,...,k k ne e e e+  là cơ 

sở của V . Với cơ sở này ma trận của f  có dạng 

                           

 
 

 

Nếu 1 2V W W= ⊕ , 1 2,W W  bất biến đối với f  thì có thể chọn cơ sở để ma trận 
của f  có dạng 

 

 

 

 

 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 
k

n k−

 

k n k−  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

k

n k−

 

k n k−  
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6.5.2 Véc tơ riêng, giá trị riêng 

Định nghĩa 6.9: λ  được gọi là giá trị riêng của ma trận ij n n
A a

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  nếu tồn tại 

1,..., nx x   không đồng thời bằng 0 sao cho   

             
1 1

n n

x x
A

x x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  hay  ( )
1 0

0n

x
A I

x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

   (6.30) 

Khi đó 1( ,..., ) n
nv x x= ∈  được gọi là véc tơ riêng ứng với giá trị riêng λ . 

Như vậy các véc tơ riêng ứng với giá trị riêng λ  là các nghiệm khác không của 
phương trình thuần nhất (6.29). Không gian nghiệm của (6.29) được gọi là không gian 
riêng ứng với giá trị riêng λ . 

Định nghĩa 6.10: λ  được gọi là một giá trị riêng của tự đồng cấu f  nếu tồn tại véc 
tơ  v V∈ :  

v ≠ 0  sao cho ( )f v v= λ     (6.31) 

 v  là  véc tơ riêng ứng với giá trị riêng λ . 

Ví dụ 6.14:  

a) Xét ánh xạ đồng nhất Id :V V V→ .  

Với mọi v V∈ , Id ( )V v v= .  

Vậy 1 là một giá trị riêng của IdV . 

b)  Phép quay góc θ  (ví dụ 6.1)   

 2 2:fθ →  

( , ) ( , ) ( cos sin , sin cos )x y f x y x y x yθ = θ − θ θ + θ  

• Khi 0θ = , fθ  là ánh xạ đồng nhất 2Id : chỉ có giá trị riêng là 1. 

• Khi θ = π , fθ : chỉ có giá trị riêng là 1− . 

• Khi 0,θ ≠ π , fθ  không có giá trị riêng. 

c) 2 2:f →  xác định bởi: ( , ) (3 , 2 4 )f x y x y x y= − − + . 

Dễ dàng thấy ( , ) 2( , )f x x x x= . Vậy 2 là một giá trị riêng và mọi véc tơ 
( , )v x x= ; 0x ≠  là véc tơ riêng tương ứng. 

Định nghĩa 6.11: Cho tự đồng cấu f  của V . Với mỗi λ∈ , ký hiệu  

v

( )f v  

θ  
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{ } ( )( ) Ker IdVV v V f v v fλ = ∈ = λ = − λ    (6.32) 

Rõ ràng rằng Vλ  là không gian con của  V .  

Nếu λ  là giá trị riêng thì  Vλ  được gọi là không gian riêng ứng với giá trị riêng λ . 

Định lý 6.15: 1)  λ  là giá trị riêng của f  khi và chỉ khi  { }Vλ ≠ 0 .  

2) Nếu λ  là giá trị riêng của f  thì mọi véc tơ v ≠ 0  của Vλ  đều là véc tơ riêng 
ứng với giá trị riêng λ . 

3) Vơi mọi λ , không gian con  Vλ  bất biến đối với  f . 

 Chứng minh: Ta chứng minh 3) 

a) Trường hợp  { }Vλ = 0  là hiển nhiên. 

b) Trường hợp Vλ  là không gian riêng:  

Với mọi ( )v V f v vλ∈ ⇒ = λ  ( ( )) ( ) ( ) ( )f f v f v f v f v Vλ⇒ = λ = λ ⇒ ∈       

Nhận xét 6.4: Nếu [ ]A f= B  là ma trận của tự đồng cấu f  trong cơ sở B . Khi đó 

v V∈  là véc tơ riêng ứng với giá trị riêng λ  của f  khi và chỉ khi ( )v B  là véc tơ riêng 

ứng với giá trị riêng λ  của A . Nghĩa là: 

( ) ( )
1

1

0
; ( ,..., ) , : ( )

0
n

n

x
v V v x x v f v v A I

x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥∈ = ≠ = λ ⇔ −λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

0B       (6.33) 

6.5.3 Đa thức đặc trưng 

Định nghĩa 6.12: A là một ma trận vuông cấp n . Định thức 

   ( ) det( )A Iλ = − λP      (6.34) 

là một đa thức bậc n  của λ  được gọi là đa thức đặc trưng của A . 

  Nếu f  là một tự đồng cấu trong không gian véc tơ V  có ma trận [ ]A f= B   

trong một cơ sở B  nào đó của V . Khi đó định thức 

 ( )( ) det Id det( )Vf A Iλ = − λ = − λP    (6.35) 

không phụ thuộc vào cơ sở của V , cũng được gọi là đa thức đặc trưng của f . 
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Định lý 6.16: 0λ là giá trị riêng của A  (tương ứng của f ) khi và chỉ khi 0λ  là nghiệm 
của đa thức đặc trưng của A  (tương ứng của f ). 

Chứng minh: 0λ  là giá trị riêng khi và chỉ khi { }
0

Vλ ≠ 0 . Điều này tương đương với 

các điều sau: Ánh xạ 0 IdVf −λ  không đơn cấu, hệ phương trình tuyến tính thuần nhất  

(6.33) có nghiệm không tầm thường.  

     Vậy 0λ  là giá trị riêng khi và chỉ khi ( )0 IdVr f n−λ < ; do đó ( )0det Id 0Vf − λ =  

hoặc ( )0det 0A I−λ = . Nghĩa là 0( ) 0λ =P .          

Ví dụ 6.15: Tìm véc tơ riêng và giá trị riêng của tự đồng cấu trong 2  có ma trận 

chính tắc là 
3 1
2 4

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (xem ví dụ 6.14-c).  

Đa thức đặc trưng  

    
3 1 2 1 2 1

( ) (2 )(5 ) 0
2 4 2 4 0 5
− λ − −λ − − λ −

λ = = = = − λ − λ =
− − λ −λ −λ − λ

P   

có các nghiệm   1 22,  5λ = λ = . 

* Véc tơ riêng ),( yxv =  ứng với giá trị riêng 1 2λ =  là nghiệm khác 0 của hệ 

  ( )1
0
0

x
A I

y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  hay    
1 1 0
2 2 0

x
y

− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Hệ phương trình tương đương với phương trình 0x y y x− = ⇒ = . 

Vậy  ( , ) (1,1),  0v x x x x= = ≠ . 

* Véc tơ riêng ),( yxv =  ứng với giá trị riêng 2 5λ =  là nghiệm khác 0 của hệ 

  ( )2
0
0

x
A I

y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  hay   
2 1 0
2 1 0

x
y

− − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Hệ phương trình tương đương với phương trình 2 0 2x y y x+ = ⇒ = − . 

Vậy  ( , 2 ) (1, 2);  0v x x x x= − = − ≠ . 

Ví dụ 6.16: Phép quay góc θ  (ví dụ 6.1, 6.14-b) 2 2:fθ →  có công thức xác định 
ảnh ( , ) ( cos sin , sin cos )f x y x y x yθ = θ − θ θ + θ . 

 Đa thức đặc trưng: 

( ) 2 2cos sin
( ) det Id (cos ) sin

sin cosVfθ
θ − λ − θ

λ = − λ = = θ −λ + θ
θ θ −λ

P . 
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Do đó fθ  chỉ có giá trị riêng khi 2sin 0θ ⇒θ =  hoặc θ = π .  

Định lý 6.17: Mọi tự đồng cấu f  trong không gian thực n  chiều ( 1)n ≥  đều có ít nhất 
một không gian con bất biến một chiều hoặc hai chiều. 

Chứng minh: Giả sử A  là ma trận của tự đồng cấu f  trong cơ sở { }1,..., ne e .  

Đa thức đặc trưng ( ) A Iλ = − λP  là đa thức bậc n  của λ .  

 Trường hợp phương trình ( ) 0λ =P  có nghiệm thực 0λ , theo Định lý 6.16 và 
Định nghĩa 6.10 tồn tại 0v ≠  sao cho 0( )f v v= λ . Không gian con một chiều sinh bởi 

{ }v  bất biến đối với f .  

 Trường hợp phương trình ( ) 0λ =P  không có nghiệm thực thì có ít nhất một 
nghiệm phức 1 a ibλ = + (xem phụ lục).  

Xét hệ phương trình tuyến tính phức 

    [ ]
1

1

0

0n

z
A I

z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

           (6.36) 

Rõ ràng rằng hệ phương trình này không thể có nghiệm thực, vì nếu 1, ..., nz z  

thực thì
1

n

z
A

z

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

thực nhưng 
1

1

n

z

z

⎡ ⎤
⎢ ⎥λ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 phức, vô lý. 

Mặt khác, vì ( )1det 0A I−λ =  nên hệ phương trình (6.36) tồn tại nghiệm 

),...,( 1 nzz  không đồng thời bằng 0.  

Giả sử 1 1 1, ... , n n nz x iy z x iy= + = +  thì: 

 nxx ,...,1  không thể đồng thời bằng 0 (vì nếu 1 ... 0nx x= = =  thì nyy ,...,1  là 
nghiệm thực của phương trình ). 

 nyy ,...,1  không thể đồng thời bằng 0 (vì nếu 1 ... 0ny y= = =  thì nxx ,...,1  là 
nghiệm thực của phương trình). 

  nxx ,...,1  và nyy ,...,1  không tỉ lệ. Thật vậy, nếu 1 1, ... , n nx ky x ky= =  thì 

1 1( ,... , ) ( )( ,..., )n nz z k i y y= +  

[ ] [ ]( ) [ ]
1 1 1

1 1 1

0 0

0 0n n n

z y y
A I A I k i A I

z y y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ = − λ + = ⇒ −λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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điều này chứng tỏ nyy ,...,1  là nghiệm thực của hệ, vô lý.  

Đặt 1 1 ... n nv x e x e= + + , 1 1 ... n nu y e y e= + + , vì 1,..., nx x  và 1,..., ny y  không đồng 

thời bằng 0 và không tỉ lệ nên hệ hai véc tơ { }uv,  độc lập.  

Mặt khác bằng cách đồng nhất phần thực và phần ảo của số phức ta suy ra 

1 1 1

n n n

x x y
A a b

x x y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 ;  
1 1 1

n n n

y x y
A b a

y x y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Vậy           
( )
( )

f v av bu
f u bv au

= −⎧
⎨ = +⎩

             (6.37) 

 Do đó { }span ,W v u=  là không gian con hai chiều bất biến đối với f .     

6.5.4 Tự đồng cấu chéo hoá được 

Định nghĩa 6.13: 1) Tự đồng cấu f  trong không gian véc tơ V  chéo hoá được nếu 
tồn tại một cơ sở của V  để ma trận của f  trong cơ sở này có dạng chéo. 

Từ định nghĩa này ta thấy rằng f  chéo hoá được khi và chỉ khi tồn tại một cơ sở 
của V gồm các véc tơ riêng của f .  

2) Ma trận vuông A  chéo hoá được nếu tồn tại ma trận không suy biến T  sao 
cho 1T AT−  là ma trận chéo. 

Định lý 6.18: Nếu 1,..., mv v  là các véc tơ riêng ứng với các giá trị riêng phân biệt 

1,..., mλ λ  của tự đồng cấu f  (hoặc ma trận A) thì hệ véc tơ { }1,..., mv v  độc lập tuyến 

tính. 

Chứng minh: Ta chứng minh quy nạp theo k  rằng hệ { }1,..., kv v  độc lập tuyến tính 

với 1 k m≤ ≤ . 

* Khi 1k =  hệ một véc tơ 1v ≠ 0   là độc lập tuyến tính. 

* Giả sử hệ { }1,..., kv v  với 1 1k m≤ ≤ −  độc lập tuyến tính. Ta chứng minh hệ 

{ }1 1,..., ,k kv v v +  độc lập. Thật vậy, giả sử  

        1 1 1 1... k k k kx v x v x v+ ++ + + = 0    (*)             

                   1 1 1 1( ... )k k k kf x v x v x v+ +⇒ + + + = 0  

1 1 1 ! 1 1... k k k k k kx v x v x v+ + +⇒ λ + + λ + λ = 0      (**)    

Nhân 1k+λ  vào (*) rồi trừ cho (**) ta được 
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        1 1 1 1 1( ) ... ( )k k k k kx v x v+ +λ − λ + + λ −λ = 0  

Vì { }1,..., kv v  độc lập và các 1,..., mλ λ  khác nhau từng đôi một suy ra  

1 1... 0 0k kx x x += = = ⇒ = .          

Hệ quả 6.19: Nếu đa thức đặc trưng của tự đồng cấu f  trong không gian n  chiều 
V (hoặc ma trận A vuông cấp n ) có đúng n  nghiệm thực phân biệt thì f (tương ứng 
ma trận A)  chéo hoá được. 

Chứng minh: Vì đa thức đặc trưng có n  nghiệm phân biệt nên n  véc tơ riêng tương 
ứng với n  giá trị riêng này là một hệ độc lập, do đó là một cơ sở của V  gồm các véc 
tơ riêng của f . Vậy f  chéo hoá được.           

Hệ quả 6.20: Giả sử đa thức đặc trưng của tự đồng cấu f  (hoặc ma trận A vuông 
cấp n )  chỉ có các nghiệm thực:  

1
1( ) ( 1) ( ) ...( ) kmmn

kλ = − λ − λ λ −λP  

với 1 ... km m n+ + =  và các 1,..., kλ λ  khác nhau từng đôi một.  

Khi đó f  (tương ứng ma trận A) chéo hoá được khi và chỉ khi chiều của không gian 
riêng ứng với giá trị riêng iλ  bằng độ bội im  của nghiệm. Nghĩa là 

 1,...,i k∀ = : dim
i iV mλ = .            (6.38) 

Chứng minh: ( ) :⇐ Trong mỗi 
i

Vλ  ta chọn một cơ sở gồm im  véc tơ. Hệ n  véc tơ gộp 

lại từ các véc tơ của các cơ sở vừa chọn là một hệ độc lập tuyến tính, do đó hệ này là 
một cơ sở của V  gồm các véc tơ riêng của f . Vậy f  chéo hoá được. 

( )⇒ : Giả sử f  chéo hoá được, khi đó tồn tại cơ sở gồm các véc tơ riêng để ma trận 
f  có dạng chéo 

     
1

n

µ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥µ⎣ ⎦

 

1( ) ( 1) ( )...( )n
n⇒ λ = − λ −µ λ −µP   

Suy ra các giá trị riêng 1,..., nµ µ   phải trùng với 1,..., kλ λ . 

Vậy có đúng im  giá trị riêng trong các 1,..., nµ µ  bằng iλ , 1,...,i k= . Do đó có 

đúng im  véc tơ riêng độc lập ứng với giá trị riêng  iλ , nghĩa là dim
i iV mλ = .     

6.5.5 Thuật toán chéo hoá 
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 Bài toán 1: Cho tự đồng cấu f  trên không gian V . Hãy tìm cơ sở của V  để 
ma trận f  trong cơ sở này có dạng chéo. 

 Bài toán 2: Cho ma trận A  vuông cấp n . Tìm ma trận không suy biến T  sao 

cho ATT 1−  có dạng chéo. 

Cho tự đồng cấu f  trong không gian véc tơ V . Giả sử { }1,..., ne e=B  là một cơ 

sở trong V  và ma trận của f  trong cơ sở B  là [ ]A f= B . Khi đó bài toán 1 trở thành 

bài toán 2. Ngược lại, cho ma trận vuông A  ta xét ánh xạ tuyến tính : n nf →  có 
ma trận trong cơ sở chính tắc là A . Khi đó bài toán 2 trở thành bài toán 1. 

Vì vậy, để giải hai bài toán này ta cần tìm cơ sở { }1' ' ,..., 'ne e=B  gồm các véc tơ 

riêng của f  và ma trận cần tìm T chính là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang 'B . Vậy 
ta cần thực hiện các bước sau: 

Bước 1: Viết đa thức đặc trưng dạng: 

   1
1( ) ( ) ...( ) ( )kmm

k Qλ = λ − λ λ −λ λP  

trong đó ( )Q λ  là đa thức không có nghiệm thực. 

 Nếu 1 km m n+ + <  (khi bậc của ( )Q λ  2≥ ): không chéo hóa được. 

 Nếu 1 km m n+ + =  thì 1,..., kλ λ  là các giá trị riêng phân biệt; tiếp tục bước 2.   

Bước 2: Với mỗi giá trị riêng iλ  tìm một cơ sở của không gian riêng 
i

Vλ . Các 

véc tơ riêng 1 1 ... n nv x e x e= + +  có 1( ,..., )nx x  là nghiệm khác 0 của hệ phương trình 
thuần nhất: 

                            [ ]
1 0

0
i

n

x
A I

x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

          (6.39) 

( )dim
i i iV d n r A Iλ = = − − λ . 

 Nếu ii md <  với i  nào đó, 1 i k≤ ≤  thì f  không hoá chéo được. 

 Nếu ii md = , :1i i k∀ ≤ ≤ . Tiếp tục bước 3. 

Bước 3: Với giá trị riêng iλ , ki ,...,1=  ta đã chọn được im  véc tơ riêng độc lập 

tuyến tính. Gộp tất cả các véc tơ này ta được hệ gồm nmm k =++ ...1  véc tơ riêng 
độc lập, đó là cơ sở 'B  cần tìm. Ma trận T  có các cột là tọa độ của hệ véc tơ 'B . 
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Ví dụ 6.17:   Chéo hóa ma trận 
2 1 0
9 4 6
8 0 3

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

  

Đa thức đặc trưng của A : 
2 1 0 3 3 3

( ) 9 4 6 9 4 6
8 0 3 8 0 3

− λ − − λ − λ − λ
λ = − λ = − λ

− − −λ − − − λ
P  

        
1 0 0

 (3 ) 9 5 3 ( 1)( 1)(3 )
8 8 5

= − λ − − λ − = λ + λ − −λ
− − λ

. 

A  có ba giá trị riêng phân biệt 1 2 31, 1, 3λ = − λ = λ =  nên chéo hóa được. 

*) Véc tơ riêng ( , , )v x y z= ≠ 0  ứng với giá trị riêng 1 1λ = −  là nghiệm khác 
không của hệ phương trình  

[ ]1

3 1 0 0
9 5 6 0
8 0 2 0

x x
A I y y

z z

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Ta có:     

3 1 0 3 1 03 1 0
9 5 6 0 0 0 0
8 0 2 4 1

0 0
8 0 2 0

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

↔ ↔
− −

 

Vậy hệ phương trình trên tương đương với hệ: 
3 0 3

 
4 0 4

x y y x
x z z x
− = =⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨+ = = −⎩ ⎩
 

Do đó ( )
1

,3 , 4 (1,3, 4)v V v x x x xλ∈ ⇔ = − = −  chọn  1' (1,3, 4)e = − . 

**) Véc tơ riêng ( , , )v x y z= ≠ 0  ứng với giá riêng 2 1λ =  là nghiệm khác không 
của hệ phương trình    

  [ ]2

1 1 0 0
9 3 6 0
8 0 4 0

x x
A I y y

z z

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− λ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Ta có:     
1 1 0 1 1 0
9 3 6 0 0 0
8 0 4 2 0 1

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

↔  

Vậy hệ phương trình trên tương đương với hệ: 
     0

2 0 2
x y y x

x      z z x
− = =⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨+ = = −⎩ ⎩
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Do đó ( )
2

, , 2 (1,1, 2)v V v x x x xλ∈ ⇔ = − = −  chọn  2' (1,1, 2)e = − . 

***) Giá trị riêng 3 3λ =  có véc tơ riêng ( , , )v x y z=  là nghiệm khác không của 

hệ phương trình 
1 1 0 0

9 1 6 0
8 0 6 0

x
y
z

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. Ta có   
1 1 0 1 1 0

9 1 6 0 0 0
8 0 6 4 0 3

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥↔⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Vậy hệ phương trình trên tương đương với hệ: 
       0

   44     3 0
3

y xx y
x z z x

= −⎧+ =⎧ ⎪⇒⎨ ⎨ −+ = =⎩ ⎪⎩

 

Do đó 
3

4, , (3, 3, 4)
3 3

xv V v x x xλ
−⎛ ⎞∈ ⇔ = − = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 chọn  3' (3, 3, 4)e = − − . 

Cơ sở mới gồm các véc tơ riêng { }1 2 3' ' , ' , 'e e e=B .  

Đặt 
1 1 3
3 1 3
4 2 4

T
⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

  thì  1
1 0 0

0 1 0
0 0 3

T AT−
−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Ví dụ 6.18: Xét tự đồng cấu 3 3:f →  xác định bởi:  

( )( , , ) 3 2 , 2 3 ,f x y z x y x y z= − − + . 

Tìm một cơ sở của 3  để ma trận của f  trong cơ sở này có dạng chéo. 

    Ma trận chính tắc của f : 
3 2 0
2 3 0

0 0 1
A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

Đa thức đặc trưng  

2
3 2 0 1 2 0 1 2 0

( ) 2 3 0 1 3 0 0 5 0 (5 )(1 )
0 0 1 0 0 1 0 0 1

− λ − −λ − − λ −
λ = − −λ = −λ − λ = − λ = − λ −λ

− λ − λ − λ
P

Do đó A  có các giá trị riêng 1 5λ =  và 2 1λ =  (kép). 

*) Giá trị riêng 1 5λ =  có véc tơ riêng ( , , )v x y z=  là nghiệm khác không của hệ 

phương trình: 
2 2 0 0
2 2 0 0

0 0 4 0

x
y
z

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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có hệ phương trình tương đương: 
   0

 
        0 0
x y y x

z z
+ = = −⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨= =⎩ ⎩
 

( ), ,0 ( 1,1,0)v y y y= − = −  chọn )0,1,1('1 −=e . 

**) Giá trị riêng 2 1λ =  có véc tơ riêng ( , , )v x y z=  là nghiệm khác không của hệ 
phương trình    

  
2 2 0 0
2 2 0 0

0 0 0 0

x
y
z

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Hệ phương trình trên tương đương với phương trình: 0x y− = , z  tuỳ ý. 

( ), , (1,1,0) (0,0,1)v x x z x z= = +  chọn 2' (1,1,0)e = , 3' (0,0,1)e = . 

Chọn cơ sở { }1 2 3' ' , ' , 'e e e=B ; 1 1( ' ) 5 'f e e= , 2 2( ' ) 'f e e= , 3 3( ' ) 'f e e= . 

Ma trận của f  trong cơ sở 'B  có dạng [ ] '

5 0 0
' 0 1 0

0 0 1
A f

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B . 

Ví dụ 6.19: Cho tự đồng cấu 2 2:f →P P  có công thức xác định ảnh 

2 2
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2( ) ( ) ( ) ( )f a a t a t a a a a a a t a a a t+ + = − + + + − + + + − . 

Tìm một cơ sở của 2P  để ma trận của f  trong cơ sở này có dạng chéo. 

  Ma trận chính tắc của f : 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

111
111
111

A   

Đa thức đặc trưng của A  

1 1 1 1 1 1
( ) 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
        

− − λ −λ
λ = − −λ = −λ − − λ

− −λ −λ − − λ
P      

       2
1 1 1

 (1 ) 0 2 0 (1 )( 2)
0 0 2

= − λ − −λ = − λ λ +
− − λ

. 

Đa thức đặc trưng có nghiệm 1 1λ =  và 2 2λ = −  (kép). 
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*) Véc tơ riêng 2
0 1 2p a a t a t= + + ≠ 0  ứng với giá trị riêng 1 1λ =  là nghiệm 

khác không của hệ phương trình thuần nhất  

       
0

1

2

2 1 1 0
1 2 1 0
1 0 2 0

a
a
a

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Ta có  
2 1 1 2 1 1 1 0 1

1 2 1 3 3 0 1 1 0
1 1 2 0 0 0 0 0 0

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

↔ ↔  

Vậy hệ phương trình trên tương đương với: 0 2 0 2

0 1 0 1

0
 

0
a a a a

a a a a
− + = =⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨− = =⎩ ⎩
 

1
2 2

0 0 0 0(1 )p V p a a t a t a t tλ∈ ⇔ = + + = + +  chọn  2
1' 1p t t= + + . 

**) Véc tơ riêng 2
0 1 2p a a t a t= + + ≠ 0  ứng với giá trị riêng 2 2λ = −  là nghiệm 

khác không của hệ phương trình thuần nhất     

0

1

2

1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 1 0

a
a
a

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Hệ phương trình trên tương đương với phương trình: 0 1 2 0a a a+ + = . 

2
2 2

1 2 1 2 1 2( 1 ) ( 1 )p V p a a a t a t a t a tλ∈ ⇔ = − − + + = − + + − + .   

Chọn  2' 1p t= − + , 2
3' 1p t= − + .  

Xét cơ sở { }1 2 3' ' , ' , 'p p p=B ; 1 1( ' ) 'f p p= , 2 2( ' ) 2 'f p p= − , 3 3( ' ) 2 'f p p= − . 

Ma trận của f  trong cơ sở 'B  có dạng [ ] '

1 0 0
' 0 2 0

0 0 2
A f

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

B . 

Ví dụ 6.20:  Chéo hóa ma trận 
1 3 4
4 7 8
6 7 7

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  

Đa thức đặc trưng của A  

1 3 4 1 3 4 5 3 4
( ) 4 7 8 2 2 1 0 (1 ) 0 1 0

6 7 7 6 7 7 8 7 7

− λ − −λ − − − λ −
λ = − − λ = + λ − − λ = + λ −

− −λ − − λ − − − λ
P  
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2
1 3 4 1 3 4

(1 ) 0 1 0 (1 ) 0 1 0 (3 )( 1)
1 7 7 0 4 3

− − λ − − − λ −
= + λ − = + λ − = −λ λ +

− − λ − − λ − − λ
. 

Đa thức đặc trưng có nghiệm 1 1λ = −  (kép) và  2 3λ = . 

 Giá trị riêng 1 1λ = −  có véc tơ riêng ( , , )v x y z=  là nghiệm khác không của hệ 
phương trình   

       
2 3 4 0
4 6 8 0
6 7 8 0

x
y
z

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Biến đổi ta được hệ phương trình tương đương:  

2 3  4 0 2
 

           2 0
x y z y z

y z x z
− + = =⎧ ⎧

⇒⎨ ⎨− = =⎩ ⎩
  ⇒  ( ), 2 , (1,2,1)v x x x x= =  

Không gian riêng { }2
(1,2,1)V x xλ = ∈  có 

2
dim 1 2Vλ = <  nên ma trận A  không 

chéo hoá được. 

BÀI TẬP CHƯƠNG VI 

6.1) Ánh xạ 22: →f  nào dưới đây là ánh xạ tuyến tính: 

a) ( , ) (2 , )f x y x x y= +                   b) 2( , ) ( , )f x y x y=  

c) ),(),( xyyxf =                           d) ( , ) ( , 1)f x y x y= +  

e) ),(),( dycxbyaxyxf ++=          f) 3 3( , ) ( , )f x y x y=  

6.2)  Ánh xạ 2:f →M  nào dưới đây là ánh xạ tuyến tính: 

a) 
a b

f a d
c d

⎛ ⎞⎡ ⎤
= +⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
     b) 

a b a b
f

c d c d
⎛ ⎞⎡ ⎤

=⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎦⎝ ⎠

 

c) 2 3 1
a b

f a b c d
c d

⎛ ⎞⎡ ⎤
= + + − +⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
      d) 22 da

dc
ba

f +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ . 

6.3)  Cho ánh xạ tuyến tính 3 2:f →  xác định như sau: 

(1,0,0) (1,1)f = , (0,1,0) (3,0)f = , (0,0,1) (4, 7)f = − . 

a) Tìm ma trận chính tắc của f . 

b) Tính )8,3,1(f , ),,( zyxf . 



CHƯƠNG VI:  ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

 166

6.4)  Chứng minh mọi ánh xạ tuyến tính 2 2:f →  đều có dạng: 

),(),( dycxbyaxyxf ++=  

Hãy tổng quát hoá đối với ánh xạ tuyến tính : n mf → . 

6.5)  Cho ánh xạ tuyến tính 2 2:f →  có ma trận chính tắc ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
48
12

: 

a) Vectơ nào sau đây thuộc Ker f : )1,1();2,3();10,5( . 

b) Vectơ nào sau đây thuộc fIm : )12,3();0,5();4,1( −− . 

6.6)  a) Chứng minh rằng tập M  các ma trận vuông cấp hai có dạng ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
cb
ba

 là không 

gian con của 2M  các ma trận vuông cấp hai. Tìm một cơ sở của M .  

 b) Chứng minh ánh xạ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

+
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
cbab

bca
cb
ba

f :  là một tự đồng cấu tuyến 

tính của M . Tìm nhân và ảnh của f . 

6.7)  Tự đồng cấu tuyến tính f  có ma trận ứng với cơ sở { }1 2 3 4, , ,e e e e  là  

1 2 0 1
3 0 1 2
2 5 3 1
1 2 1 3

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Hãy tìm ma trận của f  trong cơ sở { }1 1 2 1 2 3 1 2 3 4, , ,e e e e e e e e e e+ + + + + + . 

6.8)  Viết ma trận chính tắc, tìm một cơ sở của fIm , tìm một cơ sở của fKer  của các 

ánh xạ tuyến tính : n mf →  sau: 

a) )247,465,3(),,( zyxzyxzyxzyxf ++−++−=  

b) )0,2,2(),,( zxzxzyxf +−−=  

c) ( , , ) (2 2 8 , 6 ,3 6 9 , 5 )f x y z x y z x y z x y z x y= + − + + + − +  

         d) ( , , , ) ( 4 5 9 ,3 2 , ,2 3 5 8 )f x y z t x y z t x y z t x y t x y z t= + + + − + − − − − + + + . 

6.9) Cho ánh xạ tuyến tính 3 3:f →  có ma trận chính tắc là 
0 2 1
1 4 0
3 0 0

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.  

Hãy tìm ma trận của f  trong cơ sở { }321 ,, vvv ; )1,1,1(1 =v , )0,1,1(2 =v , )0,0,1(3 =v . 
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6.10)  a) Chứng tỏ )3,2,1(1 =v , )3,5,2(2 =v , )10,0,1(3 =v  là một cơ sở của 3  

b) Cho ánh xạ tuyến tính 3 2:f →  xác định bởi )0,1()( 1 =vf , )0,1()( 2 =vf ,  
)1,0()( 3 =vf . Tìm công thức xác định ảnh ),,( zyxf . 

6.11) Cho 2 2:f →  xác định bởi ( , ) ( ,2 )f x y x y x= +  và đa thức 2( ) 3 2p t t t= − + . 
Tìm ( )( , )p f x y . 

6.12) Cho 2 2:D →P P  là toán tử lấy đạo hàm. Cho đa thức 2( ) 5 2p t t t= − + + . Tìm 

( )( ( ))p D q t , trong đó 2( )v x ∈P , 2( )q t at bt c= + + . 

6.13)  Cho ánh xạ tuyến tính 2 2:f →P P  có ma trận 
1 3 1
2 0 5
6 2 4

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 trong cơ sở  

{ }1 2 3, ,q q q=B ; 2
1 3 3q t t= + , 2

2 1 3 2q t t= − + + , 2
3 3 7 2q t t= + + . 

 a) Tìm tọa độ trong cơ sở B  ảnh của các vectơ của cơ sở B : 

[ ]1( )f q B  , [ ]2( )f q B  , [ ]3( )f q B  . 

 b) Tìm 1( )f q ,  2( )f q ,  3( )f q . 

 c) Tìm 2(1 )f t+ . 

6.14*) a) Với hai ma trận cùng cấp bất kỳ BA,  chứng minh: )()()( BrArBAr +≤+ . 

b) Với hai ma trận vuông cấp n  bất kỳ BA, , chứng minh bất đẳng thức Sylvester:  
))(),(min()()()( BrArABrnBrAr ≤≤−+ . 

6.15*) Với ba ma trận vuông cấp n  bất kỳ CBA ,, ; chứng minh bất đẳng thức 
Frobenius: )()()()( ABCrBrBCrABr +≤+ . 

6.16*) Giả sử A  là ma trận vuông cấp n  sao cho  IA =2 . Chứng minh: 

nIArIAr =−++ )()(  

6.17*)  Giả sử BA,  là hai ma trận có cỡ lần lượt pnnm ×× , . 

 a) Chứng minh rằng các vectơ có dạng ( )tBX , với t pX ∈ , thoả mãn điều kiện 

0=ABX  là không gian con của n  có số chiều bằng )()( ABrBr − . 

 b) Chứng minh rằng  )()( BrAr =  khi và chỉ khi 00 =⇒= BXABX . 

6.18)  Ma trận A  vuông cấp n  được gọi là luỹ linh nếu tồn tại số nguyên dương k  sao 
cho 0=kA . Chứng minh rằng A  luỹ linh khi và chỉ khi 0=nA . 
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6.19) Giả sử { }1,..., ne e  là một cơ sở của không gian véc tơ V . Tự đồng cấu f  thỏa 

mãn 1( ) 0f e = , 2 21 1( )f e a e= , 3 31 1 32 2( )f e a e a e= + , … , 1 1 , 1 1( )n n n n nf e a e a e− −= + + . 

Chứng minh rằng 0nf = . 

6.20) Tìm định thức của các tự đồng cấu sau: 

a) f  là tự đồng cấu của không gian véc tơ 3 xác định bởi: 

( , , ) (2 , 2 4 ,3 3 )f x y z x z x y z x y z= − + − − + . 

b) f  là tự đồng cấu của không gian véc tơ 2M  các ma trận vuông cấp 2 xác 

định bởi: 

( )f A MA=  trong đó 
a b

A
c d
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

6.21*)  Giả sử WVf →:  là đồng cấu tuyến tính: 

 a) Chứng minh rằng f  toàn cấu khi và chỉ khi tồn tại đồng cấu  VWg →:  sao 
cho IdWf g = . 

b) Chứng minh rằng f  đơn cấu khi và chỉ khi tồn tại đồng cấu VWh →:  sao 
cho IdVh f = . 

6.22*) Cho ba không gian vectơ 321 ,, VVV : 

 a) Giả sử 21: VVf → , 31: VVg →  là hai ánh xạ tuyến tính. Chứng minh: 
Ker Kerf g⊂  khi và chỉ khi tồn tại ánh xạ tuyến tính 32: VVh →  sao cho fhg = . 

 b) Giả sử 32: VVf → , 31: VVg →  là hai ánh xạ tuyến tính. Chứng minh: 
Im Imf g⊃  khi và chỉ khi tồn tại ánh xạ tuyến tính 21: VVh →  sao cho hfg = . 

6.23*) Giả sử BA,  là hai ma trận vuông cấp n  sao cho với mọi ma trận cột X  thì  
00 =⇒= BXAX . Chứng minh tồn tại ma trận C  cấp n  sao cho CAB = . 

6.24*) Giả sử  21,WW  là hai không gian vectơ con của V . Chứng minh rằng hai tính 
chất sau tương đương: 

 (i) Tồn tại tự đồng cấu f  của V sao cho 1Im Wf = , 2Ker Wf = . 

 (ii) Tồn tại một phần bù 3W  của 2W  trong không gian vectơ V  sao cho 3W  
đẩng cấu với 1W . 

6.25*) Giả sử WVf →:  là ánh xạ tuyến tính.  Chứng minh rằng tồn tại ánh xạ tuyến 
tính  VWg →:  sao cho ffgf =  và ggfg = . 

6.26*) Tìm các giá trị riêng, cơ sở của không gian riêng của các ma trận sau: 
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a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
321
202

121
          b) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

324
202
423

             c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

113
312
112

 

d) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

776
874
431

         e) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

132412
101910
6127

        f) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

1314
3503

0011
0013

 

6.27) Giả sử :D V V→  là toán tử vi phân, nghĩa là ( ) dvD v
dt

= . Tính định thức det( )D  

(Tìm đa thức đặc trưng , trang 204, 9.13, 9.3) trong các trường hợp sau: 

a) V  là không gian véc tơ sinh bởi { }1, ,..., nt t . 

b) V  là không gian véc tơ sinh bởi { }2 3, ,t t te e e . 

c) V  là không gian véc tơ sinh bởi { }sin , cost t .  

6.28) Chứng tỏ rằng các ma trận sau không chéo hoá được: 

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

212
044
010

                      b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

621
511

1562
  

c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

3918
3918
2612

                  d) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

496
375
254

. 

6.29) Chéo hóa hai ma trận sau: 

 a) 
1 3 3
3 5 3
6 6 4

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  b) 
3 1 1
7 5 1
6 6 2

B
− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

6.30) Tìm ma trận P  làm chéo hoá A  và xác định APP 1− . 

a) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

382
140
575

          b) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

132412
101910
6127

             c) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

544
446
235

 

d) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

466
353
331

          e) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

133
153
131

                f ) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

010
101
010
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g) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

335
335

5511
   h) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

100
00

1 2

a
aa

   i) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−−

−

1
11

110

aaa
aaa , ∈a   

6.31) Trong mỗi trường hợp sau tìm một cơ sở của 3  để ánh xạ tuyến tính f  có ma 
trận dạng chéo:  

a) )2,232,(),,( zyxzyxyxzyxf ++++−=      

b) )3,242,3(),,( zyxzyxzyxzyxf ++++++=  

c) )4,2,22(),,( zyxzyxzyxzyxf ++−−+++=  

d) )32,2,(),,( zyzyzyxzyxf ++++= . 

6.32) Tìm đa thức đặc trưng và các giá trị riêng của ma trận 

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a
a a

A

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

6.33) Chứng minh rằng A  và tA  có cùng đa thức đặc trưng. 

6.34) Giả sử gf ,  là hai tự đồng cấu tuyến tính của không gian vectơ V  thoả mãn 
fggf = .  Chứng minh ff Im,Ker  bất biến đối với g . 

6.35) Cho 
8 12 0
0 8 12
0 0 8

B
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. Tìm ma trận A  thỏa mãn 3B A= . 

6.36) Cho đa thức ( )p t  bất kỳ. Chứng minh rằng : 

a) ( ) ( )t tp A p A= .   b) 1 1( ) ( )p P AP P p A P− −= . 

c) Nếu 

1

2

0 0
0 0

0 0 n

a
a

A

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

1

20

0 0 n

a a b
a c

B

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 thì ( ), ( )p A p B  có dạng: 

1

2

( ) 0 0
0 ( ) 0

( )

0 0 ( )n

p a
p a

p A

p a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

1

2

( )
0 ( )

( )

0 0 ( )n

p a x y
p a z

p B

p a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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6.37)  Giả sử if  là các tự đồng cấu tuyến tính của không gian vectơ con iW , ni ,...,1=  
và nWWV ⊕⊕= ...1 . Với mọi Vv∈ , tồn tại cách viết duy nhất nvvv ++= ...1 , trong 

đó 11 Wv ∈ ,..., nn Wv ∈ . Đặt ∑
=

=
n

i
ii vfvf

1
)()( . Chứng minh f  là tự đồng cấu tuyến  

tính của V  và:  i

n

i
ff KerKer

1
⊕
=

=  , i

n

i
ff ImIm

1
⊕
=

=  . 

6.38*) 100 2( ) 1p t t t= + −  và ma trận 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

2521
0194
0032
0034

A . Tính det ( )p A . 

6.39*) Cho 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

5100
1310
1121

A . Ký hiệu 
3 3

( )n
ijA a n

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . Tìm )(lim naijn ∞→

; 3,2,1, =ji . 

6.40*) Tìm điều kiện cần và đủ đối với các phần tử  dcba ,,,  để ma trận ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
dc
ba

 chéo 

hoá được. 

6.41*) Giả sử tự đồng cấu tuyến tính f  của không gian vectơ n  chiều V có n  giá trị 
riêng phân biệt. Chứng minh rằng nếu tự đồng cấu g  của không gian vectơ V giao 
hoán với f ( nghĩa là fggf = ) thì g  chéo hoá được. 

6.42*) Cho tự đồng cấu tuyến tính : n nf →  có ma trận trong cơ sở chính tắc có 

dạng ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  với 0=ija  nếu pji ≤≤ ,1  hay njip ≤≤+ ,1 . Chứng minh rằng nếu 

λ  là giá trị riêng của f  thì λ−  cũng là giá trị riêng của f . 

6.43*) Cho tự đồng cấu tuyến tính : n nf →  có ma trận trong cơ sở chính tắc có 

dạng ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦  với 

1
1
2,...,

0
1
0ij

i j
j i

i j n
a

+ <

= +

= =

⎧
⎪
⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

nÕu     

nÕu    

nÕu    

nhËn gi¸ trÞ tuú ý trong c¸c tr−êng hîp kh¸c

        

         

        
 

       a) Đặt (0,...,0,1)nv e= = . Chứng minh { }1, ( ),..., ( )nv f v f v−  là một cơ sở của n . 

       b) Chứng minh rằng nếu f  chéo hoá được thì các giá trị riêng của f  khác nhau 
từng đôi một. 

6.44*) Cho hai ánh xạ tuyến tính WVgf →:, . Chứng minh: 
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{ }Im Im

( ) ( ) ( )
Ker Ker

f g
r f g r f r g

f g V
⎧ ∩ =⎪+ = + ⇔ ⎨

+ =⎪⎩

0
 

6.45*) Cho ma trận A  vuông cấp n  phản đối xứng. Chứng minh AIn +  khả nghịch. 

6.46*) Cho 21 WWV ⊕= , với mọi Vv∈ , 21 vvv += , ii Wv ∈  xét ánh xạ :p V V→ , 

1( )p v v= : phép chiếu lên 1W  song song với 2W . 

a) Chứng minh ppp = , 1Im Wp = , 2Ker Wp = . 

b) Ngược lại, nếu VVp →: , ppp =  thì p  là phép chiếu lên pIm  song song 
pKer .  

6.47) a) Giả sử v  là một véc tơ riêng của hai tự đồng cấu ,f g . Chứng minh rằng v  
cũng là véc tơ riêng của af bg+ , với mọi hằng số ,a b . 

b) Nếu λ  là một giá trị riêng của tự đồng cấu f  thì ( )p λ  là một giá trị riêng của tự 
đồng cấu ( )p f , trong đó ( )p t  là một đa thức. 

6.48) Chứng minh rằng A  và tA  có cùng các giá trị riêng. Cho ví dụ chứng tỏ A  và 
tA  có các véc tơ riêng khác nhau. 

6.49) Giả sử ,f g  là hai tự đồng cấu thỏa mãn f g g f= . Giả sử W  là không gian 
riêng ứng với giá trị riêng λ  của f . Chứng minh rằng W  bất biến đối với g . 

6.50) Giả sử ,f g  là hai tự đồng cấu chéo hóa được và thỏa mãn f g g f= . Chứng 
minh rằng tồn tại một cơ sở gồm các véc tơ riêng đồng thời của f  và g .  

6.51) Định lý Cayley-Hamilton: Gọi ( ) A Iλ = − λP  là đa thức đặc trưng của A , 

chứng minh rằng ( ) 0A =P . 

6.52) Với đa thức bất kỳ 1
1 1 0( ) n n

np t t a t a t a−
−= + + + + , ma trận vuông cấp n  sánh 

đôi với ( )p t  có dạng 

0

1

2

1

0 0 0
1 0 0
0 1 0

0 0 1 n

a
a
aA

a −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. Chứng minh rằng ( ) 0p A = . 

6.53) Cho tự đồng cấu :f V V→ . Giả sử tồn tại v V∈  sao cho 1( )kf v− ≠ 0  và 

( )kf v = 0 . Đặt { }1, ( ) ,..., ( )kS v f v f v−= ; spanW S= . Chứng minh rằng: 

i) Hệ S  độc lập tuyến tính. 

ii) Không gian véc tơ con W  bất biến đối với f . 



CHƯƠNG VI:  ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

 173

iii)  Thu hẹp của f  vào không gian véc tơ con W : Wf f=  là lũy linh. 

iv) Tìm ma trận của f  trong cơ sở { }1( ) , ..., ( ) ,kf v f v v−  của W . 

6.54*) Chứng minh rằng đa thức đặc trưng của ma trận A  có thể biểu diễn dưới dạng: 
1 2

1 2( ) ( ) ( ) ...n n n
nA I C C C− −− λ = −λ + −λ + −λ + +  , trong đó kC  là tổng tất cả các định 

thức con chính bậc k  của A  (định thức con chính là định thức con có các chỉ số hàng 
và chỉ số cột bằng nhau).  


