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CHƢƠNG 2  

CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI TÍCH PHÂN 

2.1. PHÉP BIẾN ĐỔI LAPLACE 

Nhiều vấn đề trong kỹ thuật, trong ngành điện tử viễn thông, trong lý thuyết mạch … , 

đưa về bài toán giải các phương trình, hệ phương trình chứa đạo hàm, tích phân của các hàm 

nào đó, nghĩa là phải giải các phương trình vi phân, tích phân hay phương trình đạo hàm 

riêng. Việc giải trực tiếp các phương trình này nói chung rất khó. Một trong những phương 

pháp có hiệu quả để giải các bài toán dạng này là sử dụng phép biến đổi Laplace. 

Phép biến đổi Laplace là một tương ứng 1-1 biến các hàm gốc theo biến t  thành hàm 

ảnh theo biến s . Với phép biến đổi này việc tìm hàm gốc thoả mãn các biểu thức chứa đạo 

hàm, tích phân (nghiệm của phương trình vi phân, phương trình tích phân, phương trình đạo 

hàm riêng…) được quy về tính toán các biểu thức đại số trên các hàm ảnh. Khi biết hàm ảnh, 

ta sử dụng phép biến đổi ngược để tìm hàm gốc cần tìm. Kỹ sư Oliver Heaviside (1850-1925) 

là người đầu tiên đã vận dụng phép biến đổi Laplace để giải quyết các bài toán liên quan đến 

lý thuyết điện từ. 

Trong mục này ta giải quyết hai bài toán cơ bản của phép biến đổi Laplace là tìm biến 

đổi thuận, biến đổi ngược của biến đổi Laplace và một vài ứng dụng của nó. 

Các hàm số trong chương này được ký hiệu là ( ), ( ),...x t y t  thay cho ( ), ( ),...f x g x  , 

vì ( ), ( )x t y t  được ký hiệu cho các tín hiệu phụ thuộc vào thời gian t . 

2.1.1 Phép biến đổi Laplace thuận  

2.1.1.1 Định nghĩa biến đổi Laplace 

Định nghĩa 2.1: Giả sử ( )x t  là hàm số thực xác định với mọi 0t  . Biến đổi Laplace của 

hàm số ( )x t  đƣợc định nghĩa và ký hiệu: 

    
0

( ) ( ) ( )stx t X s e x t dt


  L               (2.1) 

( )x t  đƣợc gọi là hàm gốc, ( )X s  đƣợc gọi là hàm ảnh của phép biến đổi. 

Phép biến đổi Laplace của hàm số ( )x t  được gọi là tồn tại nếu tích phân (2.1) hội tụ 

với giá trị s  trong miền nào đó. Trường hợp ngược lại ta nói phép biến đổi Laplace của hàm 

số  x t  không tồn tại.  

Các hàm gốc ( )x t  thường được xét là các tín hiệu phụ thuộc thời gian t  và hàm ảnh 

tương ứng có biến s  thuộc mặt phẳng phức, vì vậy người ta còn nói phép biến đổi Laplace 

biến miền thời gian thành miền không gian. 

Phép biến đổi Laplace là thực hay phức nếu biến số s  của hàm ảnh ( )X s  là thực hay 

phức. 
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Theo thói quen người ta thường ký hiệu các hàm gốc bằng các chữ bé ( ), ( ),...x t y t  

còn các biến đổi của nó bằng các chữ in hoa ( ), ( ), ...X s Y s . Đôi khi cũng được ký hiệu bởi  

( ), ( ),...x s y s  .  

2.1.1.2 Điều kiện tồn tại 

 Định nghĩa 2.2: Hàm biến thực ( )x t  đƣợc gọi là hàm gốc nếu thoả mãn 3 điều kiện sau: 

1. ( ) 0x t   với mọi 0t  . 

2. ( )x t  liên tục từng khúc trong miền 0t  . 

Nghĩa là với mọi khoảng ;a b 
  

 trên nửa trục thực 0t   hàm chỉ gián đoạn nhiều nhất tại 

một số hữu hạn các điểm và các điểm gián đoạn là gián đoạn loại 1, nghĩa là hàm có giới hạn 

trái và giới hạn phải hữu hạn tại các điểm gián đoạn này. 

3. ( )x t  không tăng nhanh hơn hàm mũ khi t .  

Nghĩa là tồn tại 00, 0M    sao cho  

    0( ) , 0tx t Me t   .                         (2.2) 

0  đƣợc gọi là chỉ số tăng của ( )x t . 

 Rõ ràng 0  là chỉ số tăng thì mọi số 1 0   cũng là chỉ số tăng. 

Ví dụ 2.1: Hàm bước nhảy đơn vị (Unit step function) 

    
0 0

( )
1 0

t
t

t


   

nÕu

nÕu
              (2.3) 

Hàm bước nhảy đơn vị ( )t  liên tục với mọi 0t  , không tăng hơn ở mũ và có chỉ số 

tăng 0 0  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nhận xét 2.1: Các hàm sơ cấp ( )x t  là hàm liên tục và không tăng nhanh hơn hàm mũ. Nhưng 

vẫn chưa phải là hàm gốc vì không thoả mãn điều kiện 1. của định nghĩa 2.2. Tuy nhiên hàm 

số sau: 

t

( )t

1

O  

Hình 2.1: Đồ thị hàm bƣớc nhảy đơn vị 
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0 0

( ) ( )
( ) 0

t
x t t

x t t


   

nÕu

nÕu
              (2.4) 

là một hàm gốc.  

 Hàm bước nhảy đơn vị ( )t  thường được sử dụng để biểu diễn các hàm thỏa mãn điều 

kiện ở vế phải của công thức (2.4). 

Ví dụ 2.2: Hàm cost  không phải là hàm gốc vì không thỏa mãn điều kiện 1. của định nghĩa 

2.2 (xem Hình 2.2). Hàm cos ( )t t  là hàm gốc.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Định lý 2.1: Nếu ( )x t  là hàm gốc với chỉ số tăng 0  thì tồn tại biến đổi Laplace 

    
0

( ) ( ) ( )stx t X s e x t dt


  L    

xác định với mọi số phức s i    sao cho 0   và 
Re( )

lim ( ) 0
s

X s


 . 

Hơn nữa hàm ảnh ( )X s  giải tích trong miền 0Re( )s   với đạo hàm 

  

0

'( ) ( ) ( )stX s t e x t dt


                          (2.5) 

Chứng minh: Với mọi s i    sao cho 0  , ta có: 

  và 0( )

0

te dt 



  hội tụ. 

Do đó tích phân 

0

( ) stx t e dt


  hội tụ tuyệt đối nên hội tụ, vì vậy tồn tại biến đổi Laplace.   

 Ngoài ra   

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )st t i t tX s x t e dt x t e e dt x t e dt  
  

         

  2  / 2  / 2

Đồ thị hàm số cos t 

  2  / 2  

Đồ thị hàm số ( )cos( )t t  Hình 2.2 
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 0
0

0 00 0

t
t Me M

Me dt
 

 

   


 


  

  . 

Ta có  

0

lim 0
M

  



 do đó 

Re( )
lim ( ) 0
s

X s


 . Hơn nữa tích phân 

0

( ) stx t e dt


  hội tụ, 

tích phân   
0 0

( ) ( ) ( )st stx t e dt x t e t dt
s

 
 

 
   hội tụ đều trong miền  1Re( )s s   với 

mọi 1  thỏa mãn 1 0  , do đó hàm ảnh có đạo hàm  

 
0 0

'( ) ( ) ( )st stX s x t e dt tx t e dt
s

 
 

 
   

tại mọi s  thuộc mọi miền trên (theo định lý Weierstrass).  

Vậy ( )X s  giải tích trong miền 0Re( )s  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

Nhận xét 2.2:  

1. Theo định lý 2.1 mọi hàm gốc đều có ảnh qua phép biến đổi Laplace. Tên gọi "hàm 

gốc" là do vai trò của nó trong phép biến đổi này.  

2. Điều kiện 1. của định nghĩa hàm gốc phù hợp với các bài toán bắt đầu từ thời điểm 

0t  . 

3. Điều kiện 2. của định nghĩa hàm gốc là điều kiện để hàm gốc khả tích trong mọi 

khoảng. 

4.  Điều kiện 3. suy ra tích phân suy rộng 2.1 của hàm gốc ( )x t  hội tụ. 

5. Định lý trên chỉ là điều kiện đủ chứ không cần. Chẳng hạn hàm 
1

( )x t
t

  không phải 

là hàm gốc vì 
0

1
lim
t t

 , nhưng tích phân  

1

0 0 1

1 1 1st st ste dt e dt e dt
t t t

 
       

tồn tại với mọi s  thỏa mãn Re( ) 0s  .  

6. Từ nhận xét 2.1, công thức (2.4), suy ra rằng mọi hàm sơ cấp ( )x t  đều có biến đổi 

Laplace  ( ) ( )x t tL . Tuy nhiên, để đơn giản thay vì viết đúng  ( ) ( )x t tL  thì ta viết tắt 

 ( )x tL .  Chẳng hạn ta viết  sintL  thay cho  ( )sint tL ,  1L  thay cho  ( )tL .  

  

  

0O  

Hình 2.3: Miền giải tích của ( )X s  

 

Miền giải tích của ( )X s  
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7. Ta quy ước các hàm gốc liên tục phải tại 0, nghĩa là  
0

lim ( ) (0)
t
x t x


 . 

Ví dụ 2.3:  Vì hàm ( )t  có chỉ số tăng 0 0   do đó biến đổi  

 
0 0

1
st

st e
e dt

s

 
 

L   với mọi , Re( ) 0s s  . 

, 0s i     :  
.0

0

lim
st t i t s

t

e e e

s s s

 


   


 

 
; 0

t i t te e

s s

    

 


 khi t  . 

Do đó 

 
0

1
1 ste dt

s


 L . 

Ví dụ 2.4: Hàm sint  có chỉ số tăng 0 0  , do đó biến đổi Laplace 

 
0

sin ( ) sinstt X s e t dt


  L  tồn tại với mọi , Re( ) 0s s  . 

Áp dụng công thức tích phân từng phần và để ý đến điều kiện Re( ) 0s 
 
ta được: 

 2

0 0
0 0

( ) cos cos 1 sin sinst st st stX s te se t dt se t s e t dt
  

   
             

2

2

1
(1 ) ( ) 1 ( )

1
s X s X s

s
    


. 

2.1.1.3 Các tính chất của phép biến đổi Laplace 

1. Tính tuyến tính 

Định lý 2.2: Giả sử ( ), ( )x t y t  có biến đổi Laplace, khi đó với mọi hằng số A, B, 

( ) ( )Ax t By t  cũng có biến đổi Laplace và  

     ( ) ( ) ( ) ( )Ax t By t A x t B y t  L L L .             (2.6) 

Chứng minh: Nếu hai tích phân của vế phải của đẳng thức sau tồn tại thì tích phân của vế trái 

cũng tồn tại và có đẳng thức 

    
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )st st stAx t By t e Ax t By t dt A e x t dt B e y t dt
  

        L . 

Ví dụ 2.5:      
2

5 4
5 4 sin 5 1 4 sin

1
t t

s s
    


L L L .  

2. Tính đồng dạng 

Định lý 2.3: Giả sử  ( ) ( )X s x t L , khi đó với mọi 0a   ta có 

  1
( )

s
x at X

a a

      
L  .              (2.7) 



CHƢƠNG 2:  CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI TÍCH PHÂN 

 

 86 

Chứng minh:  Đổi biến số u at  ta được: 

 
0 0

1
( ) ( ) ( )

u
sst a du s

x at e x at dt e x u X
a a a

 


         L . 

Ví dụ 2.6:   
2 2 2

1 1
sin

1

t
ss




 



  
      

L .  

    
2 2

1
sin( ) cos( ) sin(2 )

2 4
t t t

s


  



          
L L . 

3. Tính dịch chuyển ảnh 

Định lý 2.4: Giả sử  ( ) ( )X s x t L , khi đó với mọi a   , 

   ( )ate x t X s a L .                (2.8) 

Chứng minh:      ( )

0 0

( ) ( ) ( )at st at s a te x t e e x t dt e x t dt X s a
 

      L . 

Ví dụ 2.7:        2 2
sin

( )

ate t
s a







 
L .  

    1
1at ate e

s a
  


L L  , 

  2 2
cosh

2

t te e s
t

s

 




         
L L , 

  2 2
sinh

2

t te e
t

s

  




         
L L . 

  2 2 2 2

1 1
sinh sin sin

2 2 2( ) ( )

at ate e
at t t

s a s a

 
 

 

             
L L . 

4. Tính trễ 

Định lý 2.5: Giả sử  ( ) ( )X s x t L , khi đó với mọi a  , 0a  : 

   ( ) ( ) sat a x t a e X s   L .              (2.9) 

Chứng minh:    
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )st st

a

t a x t a e t a x t a dt e x t a dt 
 

        L . 

Đổi biến số u t a  , ta được 

   ( )

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )st s u a as

a

t a x t a e x t a dt e x u du e X s
 

         L . 
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Đồ thị của hàm ( ) ( )t a x t a    có được bằng cách tịnh tiến đồ thị của ( ) ( )t x t  dọc 

theo trục hoành một đoạn bằng a . Nếu ( )x t  biểu diễn tín hiệu theo thời gian t  thì ( )x t a  

biểu diễn trễ a  đơn vị thời gian của quá trình trên. 

Ví dụ 2.8:    ( )
ase

t a
s




 L . 

Ví dụ 2.9:  Hàm xung (Impulse) là hàm chỉ khác không trong một khoảng thời gian nào đó. 

    

0

( ) ( )

0

t a

x t t a t b

t b



    

nÕu

nÕu

nÕu

            (2.10) 

Hàm xung đơn vị trên đoạn ;a b 
  

 được ký hiệu và xác định như sau: 

,

0

( ) 1 ( ) ( )

0
a b

t a

t a t b t a t b

t b

  

        

nÕu

nÕu

nÕu

          (2.11) 

Hàm xung bất kỳ (2.10) có thể biểu diễn qua hàm xung đơn vị   

  ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a bx t t a t t b t t t                            (2.12) 

              , ( ) ( ) ( )
as bs

a b

e e
t t a t a

s
  

 
    L L L . 

Ví dụ 2.10:  Tìm biến đổi Laplace của hàm xung  

0 0

( ) sin 0

0

t

x t t t

t





    

nÕu

nÕu

nÕu

  

O  t
 

x  

)(tx  )( atx   

)()( txt

 

)()( atxat   

t
 

O  

x  

t
 

t
 

O  

O  

x  

x  

a
 

a
 

Hình 2.4: Đồ thị hàm trễ 
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Theo công thức (2.12) ta có thể viết  

 ( ) ( )sin ( )sin ( )sin ( )sin( )x t t t t t t t t t              

Vậy   
2 2 2

1 1
( )

1 1 1

s se e
x t

s s s

  
  

  
L . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ví dụ 2.11:  Tìm biến đổi Laplace của hàm bậc thang   

 

0 0 3

2 0 1
( )

4 1 2

3 2 3

t t

t
x t

t

t

         

nÕu hoÆc

nÕu

nÕu

nÕu

 

 

 

 

0,1 1,2 2,3( ) 2 ( ) 4 ( ) 3 ( )x t t t t      

2 ( ) ( 1) 4 2 ( 1) ( 2) 3 ( 2) ( 3)t t t t t t                                

2 ( ) 2 ( 1) ( 2) 3 ( 3)t t t t          . 

Do đó   
2 32 2 3

( )
s s se e e

x t
s

    
L . 

5. Biến đổi của đạo hàm 

Định lý 2.6: Giả sử hàm gốc ( )x t  có đạo hàm '( )x t  cũng là hàm gốc, đặt  ( ) ( )X s x t L  

khi đó ta có  

   '( ) (0)x t sX s x L .                                (2.13) 

t
 

t
 

, ( )a b t

O  O  a
 

a
 

b  b  

)(t  

1
 

Hình 2.5: Đồ thị hàm xung 

t
 

t
 

( )t b   

O  O  a
 

a
 

b  b  

1
 

( )t a   

t
 

( )x t  

2  

4  

3

1
 

2  3  O  

Hình 2.6: Đồ thị hàm bậc thang 
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Tổng quát hơn, nếu ( )x t  có đạo hàm đến cấp n  cũng là hàm gốc thì 

   ( ) 1 2 ( 1)( ) (0) '(0) (0)n n n n nx t s X s s x s x x      L .          (2.14) 

Chứng minh:  Áp dụng công thức tích phân từng phần ta được  

    
0

0 0

'( ) '( ) ( ) ( ) (0)st st stx t e x t dt e x t se x t dt sX s x
 

       L . 

Công thức (2.14) được chứng minh quy nạp từ công thức (2.13). 

Ví dụ 2.12:    
2 2 2 2

sin 1
cos sin 0

t s
t s

s s

 


   

                    

L L . 

   2

2 2

1 1
cos 1 cos(2 )

2 2 2( 4 )

s
t t

s s
 



           
L L ; 

   2

2 2

1 1
sin 1 cos(2 )

2 2 2( 4 )

s
t t

s s
 



           
L L . 

Hệ quả 2.1: Với giả thiết của định lý 2.6  ta có 
Re( )

lim ( ) (0)
s

sX s x


 . 

Chứng minh: Áp dụng định lý 2.1 cho đạo hàm '( )x t  ta có 
Re( )

lim ( ) (0) 0
s

sX s x


  .   

6. Biến đổi Laplace của tích phân 

Định lý 2.7: Giả sử hàm gốc ( )x t  có  ( ) ( )X s x t L , khi đó hàm số 

0

( ) ( )
t

t x u du    cũng 

là hàm gốc và   

 
0

( )
t X s
x u du

s

          
L .                        (2.15) 

Chứng minh:  Hàm ( )t  có đạo hàm là ( )x t  liên tục từng khúc nên cũng liên tục từng khúc. 

   
0 0

0

0 00 0 0 0

( ) ( ) ( )

tt t t u t
u Me Me

t x u du x u du Me du
 


 

       . 

Vậy ( )t  là hàm gốc có cùng chỉ số tăng với ( )x t  và (0) 0  . Từ công thức (2.13) ta có 

 
0 0

( )
( ) ( ) ( ) (0) ( )

t t
X s

X s x t s x u du x u du
s


                               
 L L L . 

Ví dụ 2.13: Tìm biến đổi Laplace 

0

sinh(3 )sin( )
t

u u du
         
L . 
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Theo ví dụ 2.7 ta có   2 2 2 2

/ 2 / 2
sinh(3 )sin( )

( 3) ( 3)
t t

s s

 


 
 

   
L .  

Từ công thức (2.15) suy ra 

2 2 2 2
0

1 1
sinh(3 )sin( )

2 ( 3) ( 3)

t

u u du
s s s




 

                       
L . 

7. Đạo hàm ảnh 

Định lý 2.8: Giả sử ( )x t  là một hàm gốc có  ( ) ( )X s x t L , khi đó  

     ( ) 1
nnn

n

d
t x t X s

ds
 L .                       (2.16) 

Chứng minh:  Theo định lý 2.1 hàm ( )X s  giải tích trong miền 0Re( )s   nên có đạo hàm 

mọi cấp trong miền này. Từ công thức (2.5) ta có    ( ) 'tx t X sL . 

Áp dụng liên tiếp công thức này ta được công thức (2.16).  

Ví dụ 2.14:        
 

1 1

1 !1 !
1 1

n
nn nn

n n n

nd n
t

sds s s 

          
L .  

Ví dụ 2.15: Hàm dốc  

         

0 0

( ) 0

1

t

t
u t t a

a
t a

    

nÕu

nÕu

nÕu

 

    

0( ) ( ) ( )a

t
u t t t a

a
   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t t a
t t a t a t t a

a a a a
    


        . 

 
2 2 2

1 1
( )

as ase e
u t

as as as

 
   L . 

Ví dụ 2.16:  Hàm xung tam giác đơn vị 

0 0

0 1
( )

2 1 2

0 2

t

t t
t

t t

t

         

nÕu

nÕu

nÕu

nÕu

 

 ( ) ( ) ( 1) 2 ( 1) ( 2)t t t t t t t                      

         ( ) 2( 1) ( 1) ( 2) ( 2)t t t t t t         . 

t

 

( )u t

a
 

O  

1
 

Hình 2.7: Đồ thị hàm dốc 
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2
2

2 2 2 2

11 2
( )

s
s s ee e

t
s s s s


  

     L . 

 

 

 

8. Tích phân ảnh 

Định lý 2.9: Giả sử ( )x t  là một hàm gốc và 
( )x t

t
 cũng là một hàm gốc (chẳng hạn ( )x t  là 

một hàm gốc và tồn tai 
0

( )
lim
t

x t

t
 hữu hạn).  Đặt  ( ) ( ) ,X s x t s  L , khi đó  

( )
( )

s

x t
X u du

t

        
L .                           (2.17) 

Chứng minh:  Đặt 
( )

( ) ,
x t

Y s s
t

        
L . Từ công thức (2.15) ta có    ( ) 'x t Y sL . 

Mặt khác lim ( ) 0
s
Y s


  ( ) '( ) ( )

s s

Y s Y u du X u du
 

    . 

Ví dụ 2.17:   Vì 
0

sin
lim 1
t

t

t
  và  

2

1
sin

1
t

s



L . 

2

sin 1
arctan arctan arctan

21 s
s

t du
u s

t su




             
L . 

Hàm tích phân sin (xem công thức 3.24 chương 3):   

0

sin
Si , 0

t
u

t du t
u

   

có biến đổi Laplace   

0

sin 1 1
arctan

t
u
du

u s s

          
L .  

Ví dụ 2.18:  Hàm cost  là một hàm gốc nhưng 
0

cos
lim
t

t

t
  , do đó không tồn tại biến 

đổi Laplace của  
cost

t
. Tuy nhiên hàm 

1 cosat

t


 cũng là hàm gốc, có biến đổi Laplace: 

 
2 2

2 2

1 cos 1 1
ln ln( )

2
u ss

at u
du u u a

t u u a





                    
L  

t
 

( )t

1
 

O  

1
 

2  

Hình 2.8: Đồ thị xung tam giác đơn vị 
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2 2

2 2 2 2
ln ln1 ln ln

u s

u s s a

su a s a





                                   
. 

Tương tự 
1 1

ln ln
at bt

u ss

e e u a s b
du

t u a u b u b s a





                                             
L . 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

cos cos 1 1
ln ln

2 2
s u s

at bt u u u a s b
du

t u a u b u b s a





                                         
L . 

9. Biến đổi Laplace của hàm tuần hoàn 

Định lý 2.10: Giả sử ( )x t  là một hàm gốc tuần hoàn chu kỳ 0T  , khi đó  

  0

( )

( ) ( )
1

T
st

sT

e x t dt

X s x t
e




 




L .                       (2.18) 

Chứng minh:   
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

st st st

T

X s x t e x t dt e x t dt e x t dt
 

       L . 

Đổi biến số t T u   đối với tích phân thứ hai của vế phải ta có 

     
0 0

( )
s T ust sT su

T

e x t dt e x T u du e e x u du
  

         

Do đó 0

0

( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

T
st

T
st sT

sT

e x t dt

X s e x t dt e X s X s
e



 


   



 . 

Ví dụ 2.19:  Tìm biến đổi Laplace của hàm gốc tuần hoàn chu kỳ 0T   hình 2.9 

 
2

/2 /2/2

0 0 /2 0 /2

1
( )

T T sTTT T st st
st st st

T T

ee e
e x t dt e dt e dt

s s s


 

  


    
    . 

 
 

2
/2

/2 4 4

/2

4 4

sinh1 1 1 1 1 14( ) tanh
411 cosh

4

sT sT
sT

sT

sT sT sTsT

sT
e e e e sT

X s
s s s sT ses e

e e

 

 

  
         




. 

 

 

  

 

 

 

t

 1
 

1
 

/ 2T T  3 / 2T 2T

Hình 2.9: Đồ thị của hàm gốc tuần hoàn 

( )x t
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Trường hợp hàm gốc tuần hoàn chu kỳ 0T   có biên độ h  có công thức xác định 

trong một chu kỳ 

0 / 2
( )

/ 2

h t T
x t

h T t T

     

nÕu 

nÕu 
 

Bằng cách áp dụng tính chất tuyến tính của phép biến đổi Laplace vào kết quả trên ta 

được hàm ảnh tương ứng là ( ) tanh
4

h sT
X s

s
  . 

Ví dụ 2.20:  Tìm biến đổi Laplace của hàm gốc tuần hoàn chu kỳ 0T   (xem đồ thị hình 

2.9) có công thức xác định trong một chu kỳ 

2
sin 0 / 2

( )
0 / 2

t
t T

x t T
T t T

                

nÕu 

nÕu 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
/2

/2

2 2 2
0 0

2 2
( ) sin 1

4

TT
st st sTt T
e x t dt e dt e

T s T

 


  

        
 

/2

2 2 2 2 2 2 /2

2 1 2 1
( )

4 1 4 1

sT

sT sT

T e T
X s

s T e s T e

 

 



 


   

   
. 

Ví dụ 2.21:  Tìm biến đổi Laplace của hàm gốc tuần hoàn chu kỳ 0T   (xem đồ thị hình 

2.11) có công thức xác định trong một chu kỳ 

( ) sin
t

x t
T

      
, 0 t T   

 

 

 

 

 

 

 

( )x t

 
 
 
 

 

1

t/ 2T 3 / 2TT  2T 5 / 2T

Hình 2.10: Đồ thị tách nửa sóng (ví dụ 2.20) 

( )x t
 
 

 
 
 

1

tT  3T  2T 4T 5T  

Hình 2.11: Đồ thị tách sóng hoàn toàn (ví dụ 2.21) 
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 2 2 2
0 0

( ) sin 1
T T

st st sTt T
e x t dt e dt e

T s T

 


  

        
   

2 2 2 2 2 2

1 2
( ) coth

21 4

sT

sT

T e T sT
X s

s T e s T

 

 






   

  
. 

10. Ảnh của tích chập 

Định nghĩa 2.3: Tích chập của hai hàm số ( ), ( )x t y t  là hàm số đƣợc ký hiệu và xác định bởi 

công thức 

   ( ) ( ) ( ) ( )x t y t x u y t u du




               (2.19) 

Tích chập của của hai dãy số được định nghĩa theo công thức (1.119), chương 1. 

Tính chất 2.1: 

 Nếu ( ), ( )x t y t là hai hàm gốc thì 

0

( ) ( ) ( ) ( )
t

x t y t x u y t u du    

 ( ) ( ) ( ) ( )x t y t y t x t      (tích chập có tính giao hoán)   

 Nếu ( ), ( )x t y t  là hai hàm gốc thì tích chập của chúng ( ) ( )x t y t  cũng là hàm gốc. 

Chứng minh: 

 ( ), ( )x t y t là hai hàm gốc do đó  ( ) ( ) 0x u y t u   khi 0u   hoặc u t  

Vì vậy 

( ) ( ) ( ) ( )x t y t x u y t u du




                        

               

0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

t

x u y t u du x u y t u du x u y t u du x u y t u du




           . 

 Đổi biến số v t u   

 

0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

t

x t y t x u y t u du x t v y v dv x t v y v dv y t x t           . 

 Giả sử 1
1( ) tx t M e ,  2

2( ) ty t M e . Đặt  0 1 2max ,   , 0;u t     
: 

  0 0 0( )
1 2 1 2( ) ( ) u t u tx u y t u M e M e M M e      

 0 0 0( 1)
1 2 1 2 1 2

0 0

( ) ( )
t t

t t tx u y t u du M M e du M M te M M e        . 

Vậy ( ) ( )x t y t  là hàm gốc với chỉ số tăng 0 1  . 

Ví dụ 2.22: Tìm tích chập của hai hàm gốc sau: 
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a. cos( )t  và sin( )t ,  

b. 2t  và sin( )t . 

Giải: a.  

0 0

1
cos( ) sin( ) cos( )sin( ) sin( ) sin( 2 )

2

t t

t t u t u du t t u du           

            
0 0

1 1 1
sin( ) cos( 2 ) sin( )

2 4 2

t t

u u
t u t u t t

 
    . 

         b.  2 2 2

0
0 0

sin( ) ( ) sin( ) ( ) cos( ) 2 ( )cos( )
t tt

u
t t t u u du t u u t u u du


         

      2 2

0
0

2( )sin( ) 2 sin( ) 2cos 2
t

t

u
t t u u u du t t


       . 

Ví dụ 2.23: Tìm tích chập của hàm gốc ( ) tt e  và hàm gián đoạn ( 1) ( 2)t t    . 

0 0

( 1) ( 2) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)
t t

t t u t ue t t e u u du e e u u du                                   

Hàm dưới dấu tích phân của tích phân 

0

( 1) ( 2)
t

ue u u du         phụ thuộc t  và ta có 

các trường hợp sau: 

 Nếu 1t   thì  

0

( 1) ( 2) 0
t

ue u u du         , 

 Nếu 1 2t   thì  1

0 1

( 1) ( 2) 1
t t
t u t u te e u u du e e du e              

 Nếu 2t   thì  

2
1 2

0 1

( 1) ( 2)
t
t u t u t te e u u du e e du e e               

Vậy   1

1 2

0 1

( 1) ( 2) 1 1 2

2

t t

t t

t

e t t e t

e e t

  

 

              

nÕu 

nÕu 

nÕu 

 

Sử dụng công thức 2.11 ta có 

    1 1 2( 1) ( 2) 1 ( 1) ( 2) ( 2)t t t te t t e t t e e t                      

      1 21 ( 1) 1 ( 2)t te t e t        . 

Định lý 2.11: Giả sử  ( ) ( )X s x t L ,  ( ) ( )Y s y t L , khi đó ta có 

      ( ) ( ) ( ) ( )x t y t X s Y s L                  (2.20) 
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Ngoài ra nếu '( ), '( )x t y t cũng là hàm gốc thì ta có công thức Duhamel: 

    (0) ( ) '( ) ( ) ( ) (0) ( ) '( ) ( ) ( )x y t x t y t x t y x t y t sX s Y s     L L           (2.21) 

Chứng minh: Xét miền D  cho trong hình 2.12. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sử dụng phương pháp đổi thứ tự lấy tích phân ta được 

 
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
t

stx t y t e x u y t u du dt



         

 L ( ) ( )st

D

e x u y t u dtdu    

             

0

( ) ( )st

u

e x u y t u dt du
 


        

    

Đổi biến số v t u dv dt      

 
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )st su sv

u

x t y t e x u y t u dt du e x u du e y v dv X s Y s
   

  
           

   L . 

Để chứng minh công thức (1.21) ta sử dụng công thức (2.6), (2.13) và (2.20): 

   (0) ( ) '( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( )x y t x t y t x Y s sX s x Y s sX s Y s     L . 

Ví dụ 2.24:  Ta có thể nghiệm lại công thức 2.20 qua các ví dụ 2.22, 2.23 như sau: 

     
2 2 2 2

1
cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

1 1 ( 1)

s s
t t t t

s s s
    

  
L L L , 

     2 2

3 2 2 3

2 1 2
sin( ) sin( )

1 ( 1)
t t t t

s s s s
    

 
L L L , 

     
2 21

( 1) ( 2) ( 1) ( 2)
1 ( 1)

s s s s
t t e e e e
e t t e t t

s s s s
   

                   
L L L  

Ta cũng có  
2 2 2

1 1 1
sin( )

2 2 1 ( 1)

s
t t

s s

                   
L , 

u  

ut   

t
 

D
 

O  
Hình 2.12: 
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 2

3 2 2 3

2 2 2 2
2cos 2

1 ( 1)

s
t t

ss s s s
     

 
L , 

      
2

1 2 21 1
1 ( 1) 1 ( 2)

1 ( 1)

s s
t t s s e e
e t e t e e

s s s s
 

 
   

                
L . 

Nhận xét: Nếu hàm gốc có dạng tích phân thì ta cần xét hai trường hợp sau: 

 Hàm dưới dấu tích phân không chứa biến t , nghĩa là có dạng 

0

( ) ( )
t

t x u du   , 

khi đó ta sử dụng tích chất biến đổi Laplace của tích phân 
 

0

( )
t X s
x u du

s

          
L . 

 Hàm dưới dấu tích phân chứa biến t , nghĩa là có dạng 

0

( ) ( )
t

x u y t u du , khi đó 

ta sử dụng tích chất biến đổi Laplace của tích chập 

0

( ) ( ) ( ) ( )
t

x u y t u du X s Y s
          
L . 

Ví dụ 2.25:   

a) 

0

1
ln ln

tat bt au bue e s b e e s b
du

t s a u s s a

                                           
L L . 

b)   2 2
0

2
sinh2 cos 3( ) sinh2 cos 3

4 9

t
s

u t u du t t
s s

               
L L . 

2.1.2 Phép biến đổi Laplace ngƣợc 

Sử dụng tính chất của phép biến đổi Laplace ta có thể đưa các bài toán liên quan đến 

đạo hàm, tích phân của các hàm gốc về bài toán đại số của các hàm ảnh tương ứng. Khi đã 

nhận được nghiệm của hàm ảnh ta cần tìm nghiệm của hàm gốc tương ứng. Nói cách khác: 

cho hàm ảnh tìm hàm gốc tương ứng, đó là phép biến đổi Laplace ngược.  

Trong mục này ta sẽ chỉ ra những điều kiện để một hàm nào đó là hàm ảnh, nghĩa là tồn 

tại hàm gốc của nó, khẳng định hàm gốc nếu tồn tại là duy nhất và giới thiệu một vài phương 

pháp tìm hàm gốc. 

Định nghĩa 2.4: Cho hàm ( )X s , nếu tồn tại ( )x t  sao cho  ( ) ( )x t X sL  thì ta nói ( )x t  là 

biến đổi ngƣợc của ( )X s , ký hiệu  1( ) ( )x t X s L .  

2.1.2.1 Tính duy nhất của biến đổi ngƣợc 

Định lý 2.13: Giả sử ( )x t  là một hàm gốc với chỉ số tăng 0  và  ( ) ( )x t X sL , khi đó tại 

mọi điểm liên tục t  của hàm ( )x t  ta có: 
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1

( ) ( )
2

i
st

i

x t e X s ds
i






 

 

                        (2.22)  

trong đó tích phân ở vế phải được lấy trên đường thẳng Re( )s   theo hướng từ dưới lên, 

với   là số thực bất kỳ lớn hơn 0 .  

Công thức (2.22) đƣợc gọi là công thức tích phân Bromwich. 

Công thức Bromwich cho thấy biến đổi Laplace ngược nếu tồn tại thì duy nhất.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Ví dụ 2.26:       
2 2

1 1
sin sin

1
t t t t

s s
    


L L L  

        

 
 

2 22 2

1 1 1
sin

11
t t

s ss s
    


L . 

     
2 2 2

1 1
cos cos

1 ( 1)

s
t t t t

s s s s
     

 
L L L  

   

 
 

2 2 2 22 2

1 1 1 1 1
1 cos

( 1) 1 11

s
s s t

ss s s s ss s

               
L . 

Do tính duy nhất của biến đổi ngược (định lý 2.13) ta suy ra:   

* sin sint t t t  ;   * cos 1 cost t t  . 

2.1.2.2 Điều kiện đủ để một hàm có biến đổi ngƣợc 

Định lý 2.1 cho thấy không phải mọi hàm phức giải tích nào cũng có biến đổi ngược. 

Chẳng hạn hàm 2( )X s s  không thể là ảnh của hàm gốc nào vì 
Re( )

lim ( )
s

X s


 . 

Định lý sau đây cho ta một điều kiện đủ để hàm giải tích có biến đổi ngược 

Định lý 2.14: Giả sử hàm phức ( )X s  thoả mãn 3 điều kiện sau: 

1. ( )X s  giải tích trong nửa mặt phẳng 0Re( )s  , 

2. ( ) RX s M  với mọi s  thuộc đường tròn Rs M  và lim 0RR
M


 , 

3. Tích phân ( )
i

i

X s ds




 

 
  hội tụ tuyệt đối. 

Hàm gốc 

1
( ) ( )

2

i
st

i

x t e X s ds
i






 

 

   

Hàm ảnh 

0

( ) ( )stX s e x t dt


 

L

1L
Hình 2.13 
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Khi đó ( )X s  có biến đổi ngược là hàm gốc ( )x t  cho bởi công thức (2.22). 

Độc giả có thể tìm hiểu chứng minh Định lý 2.13, Định lý 2.14 trong Phụ lục C  của [5] 

hoặc Định lý 2.1 trang 29 của [11]. 

2.1.2.3 Một vài phƣơng pháp tìm hàm ngƣợc 

A. Sử dụng các tính chất của biến đổi thuận và tính duy nhất của biến đổi ngược 

Từ tính duy nhất của biến đổi ngược, ta suy ra rằng tương ứng giữa hàm gốc và hàm ảnh 

là tương ứng 1-1 . Vì vậy ta có thể áp dụng các tính chất đã biết của phép biến đổi thuận để 

tìm hàm ngược bằng cách đọc ngược lại các tính chất trên. 

Chẳng hạn nếu  1 ( ) ( )X s x t L
 
thì  

 1 ( ) ( )atX s a e x t  L ,        (dịch chuyển ảnh) 

 1 ( ) ( ) ( )ase X s x t a t a    L ,   (trễ)  

1

0

( )
( )

t
X s

x u du
s


        

L ,        (biến đổi của tích thân)     

 1 ( ) ( )X s tx t  L         (nhân với t) 

    … … … 

Ví dụ 2.27:   

 

5
1 4 1 4

6 6

1 1

5!4

t t te e
ss

   

                        

L L   

  

   
   55 3 3

4 31 5 1 5

6 6

3
( 3)

5!4 4

s s
t te e

e e e t
s s


 

  

                                      

L L . 

Ví dụ 2.28: 
2 2 2 2 2

1

2( )

s a

as a s a

        
 và 

1

2 2
sin( )

a
at

s a


        

L , do đó 

1

2 2 2

1
sin( )

2( )

s
t at
as a


        

L . 

Ví dụ 2.29: Tìm 
1 ln
s a

s b

       

L . 

Giải:  Đặt 
1( ) ln
s a

x t
s b


        

L , nghĩa là  ( ) ln
s a

x t
s b





L . 

Từ kết quả    1 1
( ) ln ln( ) ln( )

d s a d d
tx t s a s b

ds s b ds ds s b s a

                
L  
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Suy ra  
1 1 1

( ) bt attx t e e
s b s a

 
           

L . 

Vậy 
1 ln

bt ats a e e

s b t



         

L . 

Cũng với phương pháp này ta có 

2 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 2 2 2
ln ln (1 cosh )
s a d s a s s

at
t ds t ts s s a s

  
                                        

L L L . 

2 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 2 2 2
ln ln (1 cos )
s a d s a s s

at
t ds t ts s s a s

  
                                        

L L L . 

B. Khai triển thành chuỗi lũy thừa 

 Nếu   0 1 2 3 4
2 3 4 5

( )
a a a a a

X s
s s s s s

         thì 

 
2 3 4

1 2 3 4
0 1( ) ( )

2! 3! 4!

a t a t a t
x t X s a a t      L                (2.23) 

Ví dụ 2.30:  

1

2 3 4 2 3 4 5

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

2! 3! 4! 2! 3! 4!
se

s s s ss s s s s s s

  
             
 

  

1 2 3 4
1

2 2 2

1
( ) 1

(2!) (3!) (4!)
s t t t

x t e t
s


                

L  

   
         

2 4 6 8

02 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
1 2

2 2 4 2 4 6 2 4 6 8

t t t t
J t        

trong đó 0J  là hàm Bessel bậc 0 (xem chương 3). 

C. Sử dụng thặng dư của tích phân phức 

Với điều kiện của Định lý 2.14 thì ( )X s  có biến đổi ngược ( )x t  xác định bởi công thức 

Bromwich (2.22).  

Giả sử hàm ( )X s  chỉ có một số hữu hạn các điểm bất thường cô lập 1 2, , ..., na a a  trong 

nửa mặt phẳng Re( )s   với   nào đó 0 . Chọn R đủ lớn sao cho các điểm bất thường 

này đều nằm trong phần của mặt phẳng được giới hạn bởi đường tròn RC  tâm O bán kính R  

và đường thẳng Re( )s   (xem hình 2.14). Khi đó  

 

 1''

1 1
( ) ( ) Res ( );

2 2

B n
st st st

k
kBBAB

e X s ds e X s ds e X s a
i i  

       .           (2.24) 
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Ta xét các trường hợp sau: 

1. Nếu trên cung 
'BAB  của đường tròn RC  hàm ( )X s  thoả mãn điều kiện ( )

k

M
X s

R
 ; 

0k  , theo Bổ đề 1.2 (Chương 1) thì  

'

lim ( ) 0 , 0st

R
BAB

e X s ds t


   . 

2. Hàm phân thức 
( )

( )
( )

P s
X s

Q s
 , nếu bậc của đa thức ( )Q s  lớn hơn bậc của đa thức ( )P s  

thì ( )X s  thỏa mãn điều kiện trên. 

Lấy giới hạn của đẳng thức (2.24) khi R  và áp dụng định lý 2.13 ta được: 

  1

1

( ) ( ) Res ( );
n

st
k

k

x t X s e X s a



     L            (2.25) 

3. Đặc biệt nếu 
( )

( )
( )

P s
X s

Q s
 , trong đó bậc của đa thức ( )Q s  lớn hơn bậc của đa thức 

( )P s , ( )Q s  chỉ có các không điểm đơn là 1 2, , ..., na a a  và chúng không phải là không điểm 

của ( )P s  thì ta có công thức Heaviside: 

   
1

1

( )( )
( )

( ) ( )
k

n
a tk

k k

P aP s
x t e

Q s Q a




         
L               (2.26) 

Ví dụ 2.31: Tìm hàm gốc 
2

1 3 5
( )

( 1)( 2)( 3)

s s
x t

s s s

           

L . 

Giải: Hàm ảnh  
2( ) 3 5

( ) ( 1)( 2)( 3)

P s s s

Q s s s s

 


  
 có các cực điểm đơn là 1, 2, 3  . 

1

( ) 3

( ) 4
s

P s

Q s





,  

2

( )
1

( )
s

P s

Q s





,  

3

( ) 5

( ) 4
s

P s

Q s





  2 33 5
( )

4 4
t t tx t e e e     . 

Ví dụ 2.32: Tìm hàm gốc 

 
2

1

2

3 3 2
( )

( 2) 4 8

s s
x t

s s s



               

L . 

  

B  

'B
 

A  

RC

 
 

 

 

1a

 
2a

 

na

 

x  

y

 

O  

Hình 2.14: 



CHƢƠNG 2:  CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI TÍCH PHÂN 

 

 102 

Giải: Hàm ảnh 

 
2

2

( ) 3 3 2

( ) ( 2) 4 8

P s s s

Q s s s s

 


  
 có các cực điểm đơn là 2, 2 2 , 2 2i i    . 

2

( )
1

'( )
s

P s

Q s


 ,  
 

 

2

2
2 2

2 2

3 4 8 9 22( )
1

'( ) 44 8 ( 2)(2 4)s i
s i

s s sP s i

Q s s s s s 
 

   
  

    
,   

2 2

( ) ( 2 2 )
1 1

'( ) '( 2 2 ) 4 4
s i

P s P i i i

Q s Q i
 

             
.   

2 2 2 2 2( ) 1 1
4 4

t t it t iti i
x t e e e   

                   
 

    2 2 2 2 2 2 2 2 2 1
2cos2 sin2

4 2
t t it it t it it t ti
e e e e e e e e e t t    

            
. 

1.2.3.4 Tìm hàm gốc của các phân thức hữu tỉ 

 Mọi phân thức hữu tỉ có dạng 
( )

( )
( )

P s
X s

Q s
 , trong đó bậc của ( )Q s  lớn hơn bậc của 

( )P s  đều có thể phân tích thành tổng của các phân thức tối giản loại I và loại II.  

 Các phân thức hữu tỉ loại I:  
1

s a
 hay  

1

( )ns a
,  a    có hàm gốc: 

                     
1 1 ate
s a


        

L ,    
1

1 1

( 1)!( )

n
at

n

t
e
ns a



         

L  .           (2.27) 

 Các phân thức hữu tỉ loại II:  

 2 2( )
n

Ms N

s a 



 
,  , , ,M N a    . 

Sử dụng tính chất dịch chuyển ảnh ta có thể đưa các phân thức tối giản loại II về một 

trong hai dạng sau:   

    

 2 2
n

s

s 
  hoặc   

 2 2

1
n

s 
            (2.28) 

 Trường hợp 1n  ,  từ ví dụ 2.6 và ví dụ 2.12 ta có: 

                       
1

2 2
cos

s
t

s




        

L ,   
1

2 2

1 sin t

s





        

L                     (2.29) 

Áp dụng công thức đạo hàm hàm ảnh (2.16) liên tiếp vào (2.29), (2.30), ... ta suy ra các 

trường hợp sau (xem ví dụ 2.28) 

 Trường hợp 2n  : 
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1

2
2 2

sin

2

s t t

s








            

L ,   

 
1

2 3
2 2

1 sin cos

2

t t t

s

  





             

L          (2.30) 

 Trường hợp 3n  :  

 

2
1

3 3
2 2

sin cos

8

s t t t t

s

  





             

L  

 
 2 2

1

2 3
2 2

3 sin 3 cos1

8

t t t t

s

   





              

L             (2.31) 

Ví dụ 2.33: Hàm ảnh 

 
2

2

3 3 2
( )

( 2) 4 8

s s
X s

s s s

 


  
  (xem ví dụ 2.32) có thể phân tích thành 

tổng các phân thức tối giản 

 
2 2 2

1 2 3 1 2( 2) 1
( )

2 24 8 ( 2) 4 ( 2) 4

s s
X s

s ss s s s

 
    

      
 

 
2

1 2 2 2

2

3 3 2 1
( ) 2 cos2 sin2

2( 2) 4 8

t t ts s
x t e e t e t

s s s

  

                 

L . 

Ví dụ 2.34:  

     
2 2 2

2 2 2

3 4 3( 1) 1
( )

2 2 ( 1) 1 ( 1) 1

s s
X s

s s s s

 
  

     
 

 
   1

2
2

3 4 sin
( ) 3 sin cos 3 sin sin cos

2 2 2
2 2

t t
ts t t e e

x t e t t t t t t t t

s s



                  

L  

Ví dụ 2.35: Tìm hàm gốc của 

 
3 2

2 2

2 10 9 45
( )

9

s s s
X s

s s

  



 .  

Ta có    

  2 22 2

1 1 1 1

9 99 s ss s

      
 

 
2 2 2 2 2 2 2

2 10 9 45 1 1 1 5 5
( )

99 9 9 9 9

s s s
X s

ss s s s s s s

                  
 

         

 
3 2

1

2 2

2 10 9 45 5
( ) 1 5 cos 3 sin 3

39

s s s
x t t t t

s s



                 

L . 
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Ví dụ 2.36: Tìm hàm gốc của 
2

3

5 15 11
( )

( 1)( 2)

s s
X s

s s

 


 
 . 

Ta phân tích ( )X s  thành tổng các phân thức tối giản 

 
2

3 2 3

1 1
5 15 11 4 73 3( )

1 2( 1)( 2) ( 2) ( 2)

s s
X s

s ss s s s

  
    

    
 

2
1 2 2 2 2

3

5 15 11 1 1 7
( ) 4

3 3 2( 1)( 2)

t t t ts s
x t e e te t e

s s

 
             

L . 

2.1.3 Ứng dụng của biến đổi Laplace 

2.1.3.1 Ứng dụng của biến đổi Laplace để tính tích phân 

Một vài tích phân lấy cận từ 0 đến   có thể tính được bằng cách áp dụng phép biến 

đổi Laplace. 

A. Thay trực tiếp vào công thức xác định biến đổi Laplace (2.1) ta có thể tính được tích phân 

với hàm dưới dấu tích phân có chứa ate . 

0 0

( ) ( ) ( )at st

s a

s a

e x t dt e x t dt X s
 

 




        
  .      (2.32) 

Ví dụ 2.37: Tính  3

0

sinte tdt


 . 

Giải:   3

2
3 30

1 1
sin sin

101

t

s s

e tdt t
s




 

  


 L . 

Ví dụ 2.38: Tính  2

0

coste t tdt


 . 

Giải:   2

20

cos cost

s
e t tdt t t





 L ,  

2

2 2 2

1
cos

1 ( 1)

d s s
t t

ds s s

         
L . 

Vậy 

 
2

2

2 2
20 2

1 3
cos cos

25( 1)

t

s
s

s
e t tdt t t

s








  


 L . 

B. Sử dụng tính chất tích phân ảnh (2.17). 

Nếu  
0

( ) ( ) ( )stX s x t e x t dt


  L  thì    

0
0

( ) ( )
( ) ( ) ;st

s s

x t x t
X u du e dt X u du s

t t


  


            
  L .        (2.33a) 



CHƢƠNG 2:  CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI TÍCH PHÂN 

 

 105 

Nếu ( )x t  là hàm gốc với chỉ số tăng 0 0  , thay 0s   ta nhận được công thức quan trọng 

0 0

( )
( )

x t
dt X s ds

t

 

                 (2.33b) 

Công thức này tỏ ra hiệu quả khi tính trực tiếp tích phân ở vế trái gặp khó khăn. 

Ví dụ 2.39: Tính  
3

0

t te e
dt

t

         
 . 

Giải:  Ta có   3 1 1

1 3
t te e

s s
   

 
L .  

Áp dụng công thức (2.33b) ta được: 

3

0
00 0

1 1 1
ln( 1) ln( 3) ln ln 3

1 3 3

t te e s
dt ds s s

t s s s

                              
  . 

Ví dụ 2.40: Tính  

0

sin t
dt

t




 

và

 0

sint t
e dt

t


 . 

Giải: Áp dụng công thức (2.33b) ta được: 
2 0

0 0

sin 1
arctan

21

t
dt ds s

t s


 


  


  . 

Áp dụng công thức (2.33a) ta được: 
2 1

0 1

sin 1
arctan

41

t t
e dt ds s

t s


 

   


  . 

Ví dụ 2.41: Tính  
2

2
0

sin t
dt

t



 . 

Giải: Ta có   2 1
sin (1 cos2 )

2
t t  , do đó 

2

2 2
0 0

sin 1 1
(1 cos2 )

2

t
dt t dt

t t

 

   . 

Sử dụng công thức biến đổi Laplace ta lại có  
2

0

1 tue udu
t


  , do đó 

2

2
0 0 0 0 0

sin 1 1
(1 cos2 ) (1 cos2 )

2 2
ts tst

dt t e sds dt e t dt sds
t

    
 

   
         
      

     . 

2 2
0

1 4
(1 cos2 )

4 ( 4)

st s
e t dt

s s s s


    

 
 , 

Vậy  

2

2 2 2
00 0 0

sin 1 4 2
arctan

2 2 2( 4) 4

t s
dt sds ds

t s s s


   

     
   

   . 



CHƢƠNG 2:  CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI TÍCH PHÂN 

 

 106 

2.1.3.2 Ứng dụng của biến đổi Laplace để giải phƣơng trình vi phân tuyến tính 

A.  Phƣơng trình vi phân tuyến tính hệ số hằng 

 

1

1 1 01
( )

n n

n nn n

d x d x dx
a a a a x y t

dtdt dt



 
        (2.34) 

thỏa mãn điều kiện đầu  

( 1)
0 1 1(0) , '(0) , ..., (0)n

nx x x x x x
                        (2.35) 

Ta tìm nghiệm là hàm gốc bằng cách đặt  ( ) ( )X s x t L ,  ( ) ( )Y s y t L .  

Áp dụng công thức biến đổi Laplace của đạo hàm (2.13), (2.14) với điều kiện đầu (2.35), 

                0 0( ) ( )a x t a X sL  

                 1 1 0'( ) ( )a x t a sX s x L         

                                      ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...          

      ( 1) 1 2
1 1 0 2( ) ( )n n n

n n na x t a s X s s x x  
     L    (2.36) 

             ( ) 1
0 2 1( ) ( )n n n

n n n na x t a s X s s x sx x
     L . 

Thay vào (2.34) ta được 

   1 1 2
1 1 0 0 1 1( ) ( )n n n n

n n n na s a s a s a X s Y s x a s a s a  
            

                                 2 3
1 1 2 1

n n
n n n nx a s a s a x a 

        . 

Vậy phương trình ảnh có dạng:  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

Y s B s
A s X s Y s B s X s

A s


    .  

Ảnh ngược  1( ) ( )x t X s L  là nghiệm cần tìm. 

Ví dụ 2.42: Tìm nghiệm của phương trình: " 2 ' 2 2 costx x x e t     

thỏa mãn điều kiện đầu (0) '(0) 0x x  . 

Giải:   2

2( 1)
2 cos

( 1) 1

t s
e t

s




 
L . Áp dụng công thức (2.36) với điều kiện đầu của bài toán 

ta có phương trình ảnh:  
 

2

2 2
2

2( 1) 2( 1)
2 2 ( ) ( )

( 1) 1 ( 1) 1

s s
s s X s X s

s s

 
    

   
 

Áp dụng công thức (2.32) ta có nghiệm   1 sin
( ) ( ) 2 sin

2
t tt t

x t X s e te t  L . 

Ví dụ 2.43: Tìm nghiệm của phương trình: 
(4) 2 " sinx x x t     

thỏa mãn điều kiện đầu (3)(0) '(0) "(0) (0) 0x x x x    . 
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Giải:  Phương trình ảnh:  
 

4 2

2 3
2

1 1
2 1 ( ) ( )

1 1

s s X s X s
s s

    
 

. 

Áp dụng công thức (2.31) ta có nghiệm   
 2

1
3 sin 3 cos

( ) ( )
8

t t t t
x t X s

 
 L . 

Ví dụ 2.44: Tìm nghiệm của phương trình: " tx x e    

thỏa mãn điều kiện đầu (1) 1, '(1) 0x x  . 

Giải: Đổi biến số  1u t  ,  điều kiện đầu 1t   trở thành điều kiện đầu 0u  . 

Đặt ( ) ( 1) ( )y u x u x t    và sử dụng quy tắc đạo hàm hàm hợp ta có: 

dy dx dx dt dx

du du dt du dt
    , tương tự 

2 2

2 2

d y d x

du dt
 . 

Do đó phương trình đã cho có thể viết lại tương ứng:  1"( ) ( ) uy u y u e     

với điều kiện đầu (0) 1, '(0) 0y y  . 

Đặt     2( ) ( ) "( ) ( )Y s y u y u s Y s s   L L .    

Phương trình ảnh: 

 
2

22
( ) ( ) ( )

1 1( 1) 1

e e s
s Y s s Y s Y s

s ss s
     

  
. 

2 2
2 2( ) 1 ( ) 1 cos sin

( 1) 2 2 2 21 1

u

e e
e s e e e

Y s y u e u u
s s s

                         
 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm  
1

( ) 1 cos( 1) sin( 1)
2 2 2
t e e

x t e t t
          

. 

B. Hệ phƣơng trình vi phân tuyến tính hệ số hằng 

Ví dụ 2.45: Tìm nghiệm của hệ phương trình vi phân:   

   
' 2 3

' 2

x x y

y y x

    
   với điều kiện đầu  

(0) 8

(0) 3

x

y

  
. 

Giải: Đặt  ( ) ( )X s x t L ,  ( ) ( )Y s y t L      ( ) 8, ( ) 3x t sX y t sY    L L .  

Thay vào hệ phương trình trên ta có hệ phương trình ảnh: 

   
8 2 3

3 2

sX X Y

sY Y X

      
      hay      

( 2) 3 8

2 ( 1) 3

s X Y

X s Y

      
 

Giải hệ phương trình ảnh ta có nghiệm: 
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8 17 5 3

( 1)( 4) 1 4
3 22 5 2

( 1)( 4) 1 4

s
X

s s s s
s

Y
s s s s

                

      

4

4

( ) 5 3

( ) 5 2 .

t t

t t

x t e e

y t e e





     
 

Ví dụ 2.46: Tìm nghiệm của hệ phương trình vi phân:   

   
' 2

' 2

x x y

y x y

    
   với điều kiện đầu  

(0) 1

(0) 0

x

y

  
. 

Giải: Đặt  ( ) ( )X s x t L ,  ( ) ( )Y s y t L      ( ) 1, ( )x t sX y t sY   L L .  

Thay vào hệ phương trình trên ta có hệ phương trình ảnh: 

   
1 2

2

sX X Y

sY X Y

     
      hay      

( 2) 1

( 2) 0

s X Y

X s Y

      
 

Giải hệ phương trình ảnh ta có nghiệm: 

2

2

2

( 2) 1
1

( 2) 1

s
X

s

Y
s

       

      

2

2

( ) cos

( ) sin

t

t

x t e t

y t e t

   
 

C. Phƣơng trình vi phân tuyến tính hệ số biến thiên 

Ví dụ 2.47: Giải phƣơng trình " ' 4 0t x x tx    

Đặt  ( ) ( )X s x t L  thì  4 ( ) 4
dX

tx t
ds

L ,  '( ) (0)x t sX x L . 

   2 2"( ) (0) '(0) 2 (0)
d dX

tx t s X sx x sX s x
ds ds

     L . 

Phương trình ảnh:  22 (0) (0) 4 0
dX dX

sX s x sX x
ds ds

       . 

Hay  
2

2
( 4)

4

dX dX s
s sX ds

ds X s
   


. 

Giải phương trình này ta được:   
2

( )
4

C
X s

s



. 

Theo 63. phụ lục C ta được nghiệm 
1 1

02 2

1
( ) (2 )

4 4

C
x t C CJ t

s s

 
                              

L L . 

Để xác định C ta thay 0t   vào hai vế của đẳng thức trên: 0(0) (0)x CJ C  . 

Vậy nghiệm của phương trình là: 0( ) (0) (2 )x t x J t . 
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2.1.3.3 Ứng dụng của biến đổi Laplace để giải phƣơng trình tích phân 

 Xét phương trình tích phân dạng tích chập 

0

( ) ( ) ( ) ( )
t

Ax t B x u k t u du C f t      (2.37) 

, ,A B C  là các hằng số, ( ), ( )f t k t  là các hàm gốc. 

Giải phương trình (2.37) là tìm tất cả các hàm thực ( )x t  thỏa mãn phương trình với mọi t  

thuộc một miền nào đó. 

Giả sử ( )x t  là hàm gốc. Đặt  ( ) ( )X s x t L ,  ( ) ( )F s f t L ,  ( ) ( )K s k t L . 

Phương trình ảnh  
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

C F s
AX s BX s K s C F s X s

A BK s
   


. 

Nghiệm của phương trình (2.37) là 
1 ( )

( )
( )

C F s
x t

A BK s


          

L . 

 Ví dụ 2.48:  Giải phƣơng trình tích phân: 

2

0

( ) ( )sin( )
t

x t x u t u du t   . 

Giải:  Phương trình ảnh  
2 3

1 2
( ) ( )

1
X s X s

s s
 


 . 

2
2 4

2 3 5 3 5

1 2 2( 1) 2 2 1
1 ( ) ( ) ( )

121

s
X s X s x t t t

s s s s s

               
. 

Ví dụ 2.49:  Giải phƣơng trình tích phân Abel: 

0

( )
( ) ; 0 1

( )

t
x u

du f t
t u 

  


 . 

Giải:    1

1

( ) (1 )
, 0 ( )t K s t

s s

 
 

 
 



  
    L L  (xem phụ lục E).  

Do đó 
1( )

( ) ( )
( ) (1 )

F s s
X s F s

K s







 
 

.  

Nghiệm của phương trình là  1( ) ( )x t X s L . 

Chẳng hạn 21
, ( ) 1

2
f t t t       thì 

2 3

1 1 2
(1 ) , ( )F s

s s s
       . 
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2 3 1 3 5

2 2 2

1 1 2 1 1 1 2
( )

s
X s

s s s
s s s

 

                    

1 1 3 1 1 3

2 2 2 2 2 21 2 1 2
( )

1 3 5 1 1 1 3 1 1
. .

2 2 2 2 2 2 2 2 2

t t t t t t
x t

 

 
                                                                                                       

 

(xem hàm Gamma chương3)  

 
2

21 1 2 8 1
( ) 3 6 8

3 3

t t
x t t t

t t    

           
. 

2.1.3.4  Ứng dụng của biến đổi Laplace để giải các bài toán mạch điện 

Một số bài toán về các mạch điện được đưa về bài toán giải phương trình vi phân, 

phương trình tích phân, hoặc phương trình đạo hàm riêng… Vì vậy, nếu chuyển qua ảnh của 

biến đổi Laplace thì việc giải các bài toán sẽ đơn giản hơn. 

Giả sử trên một đoạn mạch có điện trở R , một cuộn dây có hệ số tự cảm L  và một tụ 

điện có điện dung C . 

   

 

 

 

 

 

Gọi ( )u t  là hiệu điện thế của hai đầu đoạn mạch, ( )i t  là cường độ dòng điện của mạch 

tại thời điểm t . ( )u t  và ( )i t  thỏa mãn các đẳng thức sau: 

2 1( ) ( ) ( )u t u t Ri t  ;  
3 2

( )
( ) ( )

di t
u t u t L

dt
  ;   4 3 0

0

1
( ) ( ) ( )

t

u t u t i t dt q
C

         
 .   (2.38) 

 Đặt   ( ) ( )I s i t L ,  ( ) ( )U s u t L   thì 

( )
(0)

di t
sI i

dt

         
L , 0

0
0

( )
t qI
i t dt q

s s

           
L , 

trong đó 0q  là điện lượng ban đầu ( 0t  ) trên các thành tụ điện. Đối với bài toán đóng mạch 

tại thời điểm 0t  , các điều kiện ban đầu đều bằng 0: 0 0, (0) 0q i  , lúc đó tỉ số giữa 

điện thế ảnh và cường độ ảnh gọi là trở kháng ảnh 
U

Z
I

 . Như vậy các trở kháng ảnh của 

điện trởR , cuộn dây có hệ số tự cảm L  và tụ điện có điện dung C  lần lượt tương ứng là: 

R  L  C  
i

 

1u

 

2u

 

3u  4u

 
Hình 2.15: 
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1

; ;Z R Z Ls Z
Cs

       (2.39) 

 Khi tính toán một mạng gồm nhiều mạch điện kín ta áp dụng định luật thứ nhất của 

Kirchoff (kiếc-sốp) cho từng nút và định luật thứ hai cho từng mạch kín, sau đó chuyển các 

phương trình tìm được sang phương trình ảnh. 

Trong quá trình tính toán ta có thể thay trở kháng ảnh tương đương cho các trở kháng 

ghép nối tiếp hoặc song song. Áp dụng hai định luật Kirchoff ta có thể tìm trở kháng ảnh 

tương đương của mạch mắc nối tiếp và mạch song song cơ bản sau: 

 Trở kháng ảnh tương đương Z  của hai trở kháng 1 2,Z Z mắc nối tiếp bằng tổng hai 

trở kháng này. 

 

 

 

 

Gọi 1 2, ,u u u lần lượt là hiệu điện thế giữa A, B; B, C và A, C. Theo định luật 1 Kirchoff  

ta có 1 2u u u  , chuyển qua ảnh 1 2 1 2U U U ZI Z I Z I     . Vậy 

     1 2Z Z Z        (2.40) 

 Nghịch đảo của trở kháng ảnh tương đương của hai trở kháng 1 2,Z Z mắc song 

song bằng tổng nghịch đảo hai trở kháng này. 

Gọi 1 2, ,I I I lần lượt là cường độ ảnh trong mạch 1, mạch 2 và mạch chính. U  là điện 

thế ảnh giữa A và B.  

 

 

 

 

 

 

Áp dụng định luật 2 Kirchoff tại nốt A và nốt B ta có 1 2I I I     

1 2

U U U

Z Z Z
  . Vậy: 

     

1 2

1 1 1

Z Z Z
             (2.41) 

Ví dụ 2.50: Một tụ điện có điện dung C  đƣợc nạp điện có điện lƣợng 0q . Khi 0t  , ta mắc 

nó vào 2 mút của một cuộn dây có hệ số điện cảm L . Tìm điện lƣợng ( )q t  của tụ điện và 

cƣờng độ ( )i t  của dòng điện trong mạch tại thời điểm t  (xem hình 2.16).  

1Z

 

2Z  

A  B  C  

1Z

 

2Z

 

A  B  

1I  

2I  

I  
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Giải:  

 

 

 

 

 

 

 

Áp dụng định luật Kirchoff thứ nhất cho mạch vòng ta có:  

0
0

1
0

t
di
L idt q
dt C

         
 . 

Vì ( )
dq

i t
dt

   nên phương trình trên trở thành 

2 2

02 2
0

1
0 0

t
d q dq d q q
L dt q L

C dt Cdt dt

            
 , (vì 0

0

( )
t
dq
dt q t q

dt
  ). 

Đặt  ( ) ( )Q s q t L , vì 0(0) , '(0) (0) 0q q q i   . Ta có phương trình ảnh: 

2
0 0

2

( ) 0
1

Q s
L s Q sq Q q

C
s

CL

    


 

Vậy    0
0( ) cos ; ( ) sin

qt dq t
q t q i t

dtCL CL CL
   . 

Ví dụ 2.51: Xét mạch RLC nối tiếp (cho trong hình 2.17) với 110R   , 1L H , 

0,001C F  và một ắc quy cung cấp sức điện động 90V . Đóng mạch tại thời điểm 0t   

và đến thời điểm t T (T = 1 s) ắc quy sẽ đƣợc tách ra khỏi mạch, lúc đó mạch RLC cũng 

đóng nhƣng không con sức điện động. Tìm cƣờng độ ( )i t  của dòng điện trong mạch tại thời 

điểm 0t  .  

Giải: Áp dụng định luật Kirchoff thứ nhất cho mạch vòng với điều kiện đầu (0) 0i  , 

(0) 0q   ta có:  

0

1
( )

t
di
L Ri idt E t
dt C

         
 . 

Sức điện động   ( ) 90 ( ) ( 1)E t t t    , do giả thiết 1T  . 

Áp dụng biến đổi Laplace ta được phương trình ảnh 
1 1

90
se

LsI RI I
Cs s


   . 

 

C  

L  

i


 

Hình 2.16: 
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Thay số ta tính được  
1000 1

110 90
se

sI I I
s s


    

       
2

1 1 1
90 (1 )

10 100110 1000

s
se

I e
s ss s




             
, 

Vậy  10 100 10( 1) 100( 1)( ) ( 1)t t t ti t e e e e t          . 

Ví dụ 2.52: Xét một mạch điện nhƣ hình 2.18. Suất điện động 0( )E t E  hằng số. Đóng 

mạch tại thời điểm 0t  . Hãy tìm cƣờng độ 1( )i t , 0t  .  

Gọi 1I  là cường độ ảnh của mạch 1R C .       

       2I  là cường độ ảnh của mạch 2R L .  

      1Z  là trở kháng ảnh của mạch 1R C .   
1 1

1
Z R

Cs
   

      2Z  là trở kháng ảnh của mạch 2R L .  2 2Z R Ls   

Z  là trở kháng ảnh tương đương của hai đoạn mạch 1R C  và 2R L  mắc song song. 

1 2

1 1 1

Z Z Z
    hay   1 2 2

1 2 1 1 2

Z Z ZZ
Z

Z Z Z Z Z
  

 
 (*) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C  

L 

1R  

2R

 

R  

0E E

 

A  B  

Hình 2.18: 

C  

L  i


 

Hình 2.17: Mạch RLC 

R  

0E  
  

 

 0t   

t T  
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Hiệu điện thế ảnh giữa hai đầu A, B của đoạn mạch: 

1 1 2 2 1
1

Z
I Z I Z I Z I I

Z
     (**) 

Áp dụng định luật Kirchoff cho mạch vòng ta có 

0( )
E

R Z I
s

         (***) 

Từ (*), (**) và (***) suy ra  

 

1 2

0 1 2 0 2 0
1

1 1 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1

Z Z

E Z Z E Z EZ
I

Z s R Z Z s Z Z s R Z Z Z Z
R
Z Z


      

      


. 

Thay 1 2,Z Z  vào kết quả trên ta được 

  

 
0 2

1
2 2

1 1 2 1 2

( )E R Ls
I

RL R
s RL R L s RR RR RR

C C C




           

. 

Đặt   2
1 1 2 1 2; 2 ;

RL R
RL R L RR RR RR

C C C
          . 

 Nếu 
2' 0     ,  gọi  1 2,s s   là hai nghiệm phân biệt (thực hoặc phức) của 

tam thức  
2 2 0s s      và  2

1 2,
R

s s
L

 . Khi đó từ công thức Heaviside ta 

có hàm gốc  1 20 2 1 2 2
1

1 2

( )
2

s t s tE R Ls R Ls
i t e e

s s   

           
. 

 Nếu 
2' 0     , tam thức 

2 2 0s s      có nghiệm kép  s



 .  

      Ta có hàm gốc  0
1 2( )

2

tE
i t L t R L e






           
. 

 Nếu 2Rs
L

  là một nghiện của 
2 2 0s s      thì 0

1

2

LE
I

L
s
R







      

, 

Ta có hàm gốc  20
1( )

L
t

RLE
i t e








 . 

Ví dụ 2.53: Cho một dây dẫn nằm dọc theo trục Ox


 từ O  đến l . Gọi , , ,C R L G  lần lƣợt là 

điện dung, điện trở, điền cảm, hệ số hao phí điện ứng với một đơn vị dài sợi dây. Khi có dòng 

điện chạy trong dây, xung quanh nó tạo nên một từ trƣờng làm thay đổi cƣờng độ dòng điện 
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và điện thế. Tìm cƣờng độ ( , )i x t  và điện thế ( , )u x t  dòng điện ở vị trí x  thời điểm t  với điều 

kiện đầu và điều kiện biên:  

   
( ,0) 0

( ,0) 0

i x

u x

  
  và   1

2

(0, ) ( )

( , ) ( )

u t t

u l t t





  
.         (2.42) 

Theo các định luật vật lý ta suy ra rằng giữa chúng liên hệ với nhau bởi hệ phương trình. 

  
0

0

u i
Ri L

x t
i u
Gu C

x t

              

      (2.43) 

Đặt    

 1 1( ) ( )F s t L  ;   2 2( ) ( )F s t L .          (2.44) 

 
0

( , ) ( , ) ( , )stU x s u x t e u x t dt


  L ;  
0

( , ) ( , ) ( , )stI x s i x t e i x t dt


  L   (2.45) 

Dựa vào tính hội tụ đều của tích phân suy rộng (2.45) ta chứng minh được: 

 
u U

x x

          
L  ;     

i I

x x

          
L                             (2.46) 

 ( , ) ( ,0)
u

sU x s u x
t

         
L ;   ( , ) ( ,0)

i
sI x s si x

t

         
L                      (2.47) 

Áp dụng các công thức (2.44)-(2.46) vào (2.43) ta có hệ phương trình ảnh, các điều kiện 

biên ảnh. 

  
0

0

U
RI LsI

x
I
GU CsU

x

          

 ;      (2.48) 

 1

2

(0, ) ( )

( , ) ( )

U s F s

U l s F s

  
.               (2.49) 

Để giải hệ phương trình này ta khử đi một ẩn hàm, chẳng hạn khử I. Lấy đạo hàm riêng 

theo x  phương trình thứ nhất (2.48) ta có: 

2

2
0

U I I
R Ls
x xx

  
  

 
.      (2.50) 

Thay  I
GU CsU

x


 


 vào phương trình trên ta được: 

  
2

2
0

U
R Ls G Cs U

x


   


.           (2.51) 

Giải phương trình (2.49) theo biến x  ta có nghiệm tổng quát: 
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 ( , ) kx kxU x s Ae Be   ,  với ( )( )k Ls R Cs G   .   (2.52) 

   1
( , ) kx kx kx kxU k Cs G
I x s Ae Be Ae Be

R Ls x R Ls Ls R
   

    
   

.    (2.53) 

Thay điều kiện biên (2.48) ta tìm được A, B xong lấy ảnh ngược ta sẽ có ( , )u x t , ( , )i x t  

cần tìm. 

Tuy nhiên nói chung không có một công thức tổng quát để tìm hàm gốc từ hàm ảnh có 

dạng trên. Ta tìm hàm gốc trong một vài trường hợp cụ thể sau. 

Ví dụ 2.54: Giả sử dây dẫn khá dài và ảnh hƣởng của quá trình dao động điện không đáng 

kể. Khi đó, về mặt lý thuyết ta có thể xem x  biến thiên từ 0  đến  . Trong trƣờng hợp này, 

điều kiện biên thứ hai phải đƣợc thay đổi bằng điều kiện buộc ( , )u x t , ( , )i x t  bị chặn khi 

x  . 

 Chọn ( )( )k Ls R Cs G    thỏa mãn Re 0k  . Điều kiện ( , )u x t , ( , )i x t  bị chặn 

khi x   suy ra ( , )U x s , ( , )I x s  cũng bị chặn khi x  , do đó 0A . Vậy  

( , ) kxU x s Be  . 

Thay điều kiện biên 1(0, ) ( )U s F s  ta được 1( )B F s . Vậy 

  1( , ) ( ) ; ( , ) ( , )kx Cs G
U x s F s e I x s U x s

Ls R
 

 


.        (2.54) 

Các trường hợp đặc biệt: 

 Truyền điện trên dây không bị hao điện ( 0, 0)R G  . Khi đó: 

1( , ) ( ) ; ( , ) ( , )sx LC C
U x s F s e I x s U x s

L
  . 

Suy ra nghiệm  
 1( , )

0

t x LC t x LC
u x t

t x LC

    

nÕu 

nÕu 
 

    ( , ) ( , )
C

i x t u x t
L

 . 

 Truyền sóng không méo mó: RC LG . 

Khi đó:   
2

( )( )Ls R Cs G s LC RG    ,    
Cs G C

Ls R L





. 

1( , ) ( ) ; ( , ) ( , )x RG sx LC C
U x s e F s e I x s U x s

L
   . 

Suy ra nghiệm   
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 1( , )
0

x RGe t x LC t x LC
u x t

t x LC

    

nÕu 

nÕu 
  

,   ( , ) ( , )
C

i x t u x t
L

 . 

2.2 PHÉP BIẾN ĐỔI FOURIER 

 Sử dụng phương pháp tọa độ mỗi véc tơ có thể đồng nhất với tọa độ của véc tơ này. 

Mỗi véc tơ trong mặt phẳng có tọa độ là một cặp số ( , )x y , x  là hoành độ và y  tung độ, véc 

tơ trong không gian có tọa độ là bộ ba thành phần ( , , )x y z . Một hàm số được xem là véc tơ 

của không gian vô hạn chiều có các thành phần của tọa độ là các hệ số Fourier. 

Cuối thế kỷ 18 nhà toán học, nhà vật lý đồng thời là kỹ sư người Pháp tên Jean Baptiste 

Joseph Fourier đã có khám phá kỳ lạ. Trong một kết quả nghiên cứu của mình về phương 

trình đạo hàm riêng mô tả sự truyền nhiệt của vật thể, Fourier đã khẳng định rằng “mọi” hàm 

số đều có thể biểu diễn dưới dạng tổng của chuỗi vô hạn các hàm lượng giác. Sau này ta gọi là 

khai triển hàm số thành chuỗi Fourier. 

Có ba dạng của chuỗi Fourier: dạng cầu phương (công thức 2.57, 2.59), dạng cực (công 

thức 2.67) và dạng phức (công thức 2.68, 2.72).  

Phép biến đổi Fourier hữu hạn được phát triển trên ý tưởng của khai triển hàm số tuần 

hoàn thành chuỗi Fourier, trong đó mỗi hàm số hoàn toàn được xác định bởi các hệ số Fourier 

của nó và ngược lại. Trường hợp hàm không tuần hoàn phép biến đổi Fourier rời rạc được 

thay bằng phép biến đổi Fourier, phép biến đổi ngược duy nhất được xây dựng dựa vào công 

thức tích phân Fourier.  

Khi các hàm số biểu diễn cho các tín hiệu phụ thuộc thời gian t  thì biến đổi Fourier của 

chúng được gọi là biểu diễn phổ tần số, vì mỗi hệ số Fourier tương ứng với một tần số của 

hàm sin hoặc hàm cosin, các hệ số Fourier đóng vai trò như các thành phần tọa độ của véc tơ. 

Tín hiệu tuần hoàn sẽ có phổ rời rạc, còn tín hiệu không tuần hoàn sẽ có phổ liên tục. Đối số 

của hàm tín hiệu là thời gian còn đối số của biến đổi Fourier của nó là tần số, vì vậy phép biến 

đổi Fourier còn được gọi là phép biến đổi biến miền thời gian về miền tần số. Biểu diễn phổ 

tần số của tín hiệu phụ thuộc thời gian cũng giống như biểu diễn véc tơ theo tọa độ của chúng. 

 Phép biến đổi Fourier rời rạc được sử dụng để tính toán khi các tín hiệu được rời rạc 

hoá bằng cách chọn các giá trị mẫu tại một số hữu hạn thời điểm và phổ cũng nhận được tại 

một số hữu hạn các tần số. Tuy nhiên để thực hiện nhanh phép biến đổi Fourier rời rạc, người 

ta sử dụng các thuật toán biến đổi Fourier nhanh. 

  Hướng ứng dụng vào viễn thông: Phân tích phổ, phân tích truyền dẫn tín hiệu, ghép 

kênh vô tuyến, ghép kênh quang, đánh giá chất lượng WDM...   

2.2.1 Chuỗi Fourier  (*) 

2.2.1.1 Khai triển Fourier của hàm tuần hoàn chu kỳ 2  

Hệ các hàm số  

 1, cos , sin ; 1, 2, ...nt nt n       (2.55) 

là một hệ trực giao theo tích vô hướng  
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2

0

( ), ( ) ( ) ( )x t y t x t y t dt


   

nghĩa là 

2 2 2

0 0 0

cos sin cos sin 0 ; ,ntdt ntdt nt mtdt n m
  

        

2 2

0 0

0  
cos cos sin sin

 

n m
nt mtdt nt mtdt

n m

 



    
 

nÕu

nÕu
                      (2.56) 

Thật vậy 

22
*

00

sin
cos 0,

nt
ntdt n

n



     ;

 

22
*

00

cos
sin 0,

nt
ntdt n

n



    

 

2 2

0 0

1
cos sin sin( ) sin( ) 0

2
nt mtdt n m t n m t dt

 

        
 

2 2

0 0

1
, cos cos cos( ) cos( ) 0

2
n m nt mtdt n m t n m t dt

 

         
 

2 2

0 0

1
, sin sin cos( ) cos( ) 0

2
n m nt mtdt n m t n m t dt

 

         
 

2 2 2
2

0 0 0

1
, cos cos cos 1 cos2

2
n m nt mtdt ntdt nt dt

  

         
 

2 2 2
2

0 0 0

1
, sin sin sin 1 cos2

2
n m nt mtdt ntdt nt dt

  

           

Từ tính chất trực giao của hệ (2.55) ta có thể chứng minh được rằng, nếu hàm ( )x t  tuần 

hoàn chu kỳ 2  và khai triển thành tổng của chuỗi lượng giác  

0

1

( ) cos sin
2 n n

n

a
x t a nt b nt





    

thì các hệ số 0a , na , nb ; 1, 2, ...n   nghiệm đúng công thức sau: 

2 2 2

0
0 0 0

1 1 1
( ) ; ( )cos ; ( )sinn na x t dt a x t ntdt b x t ntdt

  

  
     ; 1, 2, ...n       (2.57) 

Thật vậy, từ công thức (2.56) ta có  

2 2
0

10 0

1 1
( ) cos sin

2 n n
n

a
x t dt a nt b nt dt
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2 2 2
0

0
10 0 0

1 1 1
cos sin

2 n n
n

a
dt a ntdt b ntdt a

  

  





       

2 2
0

10 0

1 1
( )cos cos sin cos

2 m m
m

a
x t ntdt a mt b mt ntdt

 

 





        
   

2 2 2
0

10 0 0

1 1
cos cos cos sin cos

2 m m n
m

a
ntdt a mt ntdt b mt ntdt a

  

 





          
    

Các hệ số (2.57) được gọi là hệ số Fourier của hàm ( )x t  và chuỗi  

 0

1

cos sin
2 n n

n

a
a nt b nt





                       (2.58) 

được gọi là chuỗi Fourier của hàm ( )x t . 

 Với mọi hàm tuần hoàn chu kỳ 2 và khả tích ta có thể tính các hệ số Fourier vì vậy 

có chuỗi Fourier tương ứng. Ta ký hiệu 

 0

1

( ) cos sin
2 n n

n

a
x t a nt b nt





       (2.59)  

Hệ số 
1

2
 của số hạng thứ nhất xuất phát từ sự thuận lợi trong việc tính toán sau này.  

  Ký hiệu   trong công thức (2.59) ngụ ý rằng chuỗi Fourier của hàm ( )x t  chưa chắc 

hội tụ về hàm ( )x t . 

 Các câu hỏi được đặt ra một cách tự nhiên: 

(i) Khi nào chuỗi lượng giác vô hạn (2.58) hội tụ? 

(ii) Loại hàm ( )x t  nào có thể biểu diễn thành tổng của chuỗi Fourier? Nghĩa là có thể 

thay dấu   thành dấu =. 

Định lý sau cho một điều kiện đủ để khai triển một hàm thành tổng của chuỗi Fourier. 

Định lý 2.15 (Định lý Dirichlet): Giả sử hàm ( )x t  tuần hoàn chu kỳ 2 , đơn điệu từng khúc 

và bị chặn (gọi là điều kiện Dirichlet), tại các điểm gián đoạn ta ký hiệu 

    
( 0) ( 0)

( )
2

x t x t
x t

  
        (2.60) 

trong đó ( 0)x t  , ( 0)x t   lần lượt là giới hạn phải và giới hạn trái của ( )x t  tại t . Khi đó 

chuỗi Fourier hội tụ và công thức (2.59) trở thành đẳng thức. 

Ví dụ 2.55: Xét hàm số ( )x t t , t    ; tuần hoàn chu kỳ 2 . Vì ( )x t  là hàm lẻ nên 

các hệ số Fourier có thể tính như sau 

0

1
0a tdt








  , 
1

cos 0na t ntdt







  , 
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1

2
00

1 2 2 cos sin 2
sin sin ( 1)nn

t nt nt
b t ntdt t ntdt

n nn

 


  





 
        
 

  . 

Do đó chuỗi Fourier tương ứng  

1

1

sin sin2 sin 3 sin 4
2 ( 1) 2 sin

2 3 4
n

n

nt t t t
t t

n






          
     

Áp dụng định lý 2.15 ta có 

1

1

sin
2 ( 1)

0
n

n

t tnt
tn

 








       


nÕu

nÕu
 

Thay 
2

t


  và chia hai vế cho 2  ta được  

1 1 1 1
1

4 3 5 7 9


       

Ví dụ 2.56: Xét hàm số ( )x t t , t    ; tuần hoàn chu kỳ 2 . Vì ( )x t  là hàm chẵn 

nên các hệ số Fourier có thể tính như sau 

1
sin 0nb t ntdt








  ; . 0t  0
0

1 2
a t dt tdt

 




 



    ., 

2 2
00 2

0 2 0
2 2 sin cos 2 cos 1

cos . 4
2 1n

t

n k
t nt nt n

a t ntdt
n n kn n

n




  


                 


nÕu

nÕu
. 

 

Do đó chuỗi Fourier tương ứng  

2
1

4 cos(2 1) 4 cos 3 cos5 cos7
cos

2 2 9 25 49(2 1)n

n t t t t
t t

n

 
 





            
  . 

Thay  ta được  
2

2
0

1 1 1 1
1

8 9 25 49 (2 1)n n

 



     


 .. 

Ví dụ 2.57: Xét hàm bước nhảy tuần hoàn chu kỳ 2  xác định như sau 

1 0
( )

0 0

t
t

t






      

nÕu

nÕu
. 

Các hệ số Fourier 

0
0

1 1
( ) 1a t dt dt

 




 



    , 

0

1 1
( )cos cos 0na t ntdt ntdt

 




 



    , 

0

2
1 1 2 1

( )sin sin
0 2

n

n k
b t ntdt ntdt n

n k

 



 
 



      
 

nÕu

nÕu

. 
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Chuỗi Fourier tương ứng 

 
 

0

sin (2 1)1 2 sin 3 sin5 sin7 1 2
( ) sin

2 3 5 7 2 (2 1)n

n tt t t
t t

n


 





             
   

2.2.1.2 Khai triển Fourier của hàm tuần hoàn chu kỳ 0 2T l
 
(*) 

Xét ( )x t  là một hàm tuần hoàn chu kỳ 2l , đặt ( )
l

y t x t


      
 thì ( )y t  tuần hoàn chu 

kỳ 2 . Nếu ( )x t  thỏa mãn điều kiện Dirichlet thì ( )y t  cũng thỏa mãn điều kiện Dirichlet, do 

đó có thể khai triển thành chuỗi Fourier. 

 0

1

( ) cos sin
2 n n

n

a
y t a nt b nt





      

( )
l

y t x t


      
 tương đương với ( )x t y t

l

      
. Vậy 

  0

1

( ) cos sin
2 n n

n

a n n
x t y t a t b t

l l l

  



                
   (2.61) 

Các hệ số Fourier được tính theo công thức sau: 

2 2 2

0
0 0 0

1 1 1
( ) ; ( )cos ; ( )sin

l l l

n n

n n
a x t dt a x t tdt b x t tdt

l l l l l

 
     ; 1, 2, ...n       (2.62) 

Nhận xét 2.2: 

1. Hàm tuần hoàn chu kỳ 2  là một trường hợp đặc biệt của hàm tuần hoàn chu kỳ 2l , vì 

vậy các nhận xét sau đây được giả thiết là hàm tuần hoàn chu kỳ 2l . Ngoài ra do tính chất 

tích phân của hàm tuần hoàn nên các hệ số Fourier (2.62) cũng có thể tính như sau: 

   

2 2

0

1 1
( ) ; ( )cos ;

l c l c

n
c c

n
a x t dt a x t tdt

l l l


 

    

     

2
1

( )sin ; 1, 2, ...
l c

n
c

n
b x t tdt n c

l l




                                  (2.63) 

2. Nếu ( )x t  là hàm lẻ tuần hoàn chu kỳ 2l  thì ( )cos
n

x t t
l


 là hàm lẻ và ( )sin

n
x t t

l


 là 

hàm chẵn, do đó các hệ số Fourier (2.62) thỏa mãn 

0
0

2
0; ( )sin ; 1, 2, ...

l

n n

n
a a b x t tdt n

l l


                          (2.64) 

3. Nếu ( )x t  là hàm chẵn tuần hoàn chu kỳ 2l  thì ( )cos
n

x t t
l


 là hàm chẵn và ( )sin

n
x t t

l


 

là hàm lẻ, do đó các hệ số Fourier (2.62) thỏa mãn 
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0
0 0

2 2
0; ( ) ; ( )cos ; 1, 2, ...

l l

n n

n
b a x t dt a x t tdt n

l l l


                  (2.65) 

4. Trường hợp ( )x t  là hàm xác định, bị chặn và đơn điệu từng khúc trong khoảng  ,a b , ta 

có thể mở rộng thành hàm tuần hoàn chu kỳ 2l b a  . Khi đó ( )x t có thể khai triển 

thành chuỗi Fourier với các hệ số Fourier được tính như sau 

                             0

2 2 2
( ) ; ( )cos ;

b b

n
a a

n
a x t dt a x t tdt

b a b a b a


 

     

     
2 2

( )sin ; 1, 2, ...
b

n
a

n
b x t tdt n

b a b a


 

                                      (2.66) 

5. Trường hợp ( )x t  là hàm xác định, bị chặn và đơn điệu từng khúc trong khoảng  0, l , ta 

có thể mở rộng thành hàm chẵn hoặc hàm lẻ tuần hoàn chu kỳ 2l . Nếu mở rộng thành hàm 

chẵn thì các hệ số Fourier được tính theo công thức (2.65) và nếu mở rộng thành hàm lẻ 

thì các hệ số Fourier được tính theo công thức (2.64). 

Ví dụ 2.58: Xét hàm số ( )x t t , 1 1t   ; tuần hoàn chu kỳ 2 . Vì ( )x t  là hàm lẻ nên các 

hệ số Fourier có thể tính như sau 

1

0
1

1
0

1
a tdt



  , 

1

1

1
cos 0

1na t n tdt


  , 

11 1
1

2
1 0 0

1 cos sin 2
sin 2 sin 2 ( 1)

1 ( )

n
n

t n t n t
b t ntdt t n tdt

n nn

 


 




 
        
  

  . 

Do đó chuỗi Fourier tương ứng  

1

1

2 sin 2 sin2 sin 3 sin 4
( 1) sin

2 3 4
n

n

n t t t t
t t

n

   


 






          
  . 

Áp dụng Định lý Dirichlet với 
1

2
t   ta được 

1

1 0 0

( 1) 1 ( 1)
sin sin

4 2 2 1 2 2 1

n n

n n n

n
n

n n n

  


  

  

                   
   . 

2.2.1.3 Dạng cực của chuỗi Fourier (Polar Fourier Series)                     

Từ công thức (2.61) nếu ta đặt   

   2 20
0 ;

2 n n n

a
A A a b                          (2.67) 

và góc , 0 2n n     xác định bởi 



CHƢƠNG 2:  CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI TÍCH PHÂN 

 

 123 

   n ncos , sinn n

n n

a b

A A
                        (2.68) 

khi đó công thức (2.61) có thể viết lại 

0
0

1 1

( ) cos sin cos
2 n n n n

n n

a n n n
x t a t b t A A t

l l l

  


 

 

         
         (2.69) 

Công thức (2.61) được gọi là chuỗi Fourier dạng cầu phương (Quadrature Fourier 

Series).  Công thức (2.69) được gọi là chuỗi Fourier dạng cực của ( )x t . 

2.2.1.4 Dạng phức của chuỗi Fourier (Complex Fourier Series) (*)                     

Thay hàm sin và cosin theo các hàm mũ từ công thức Euler (1.17) vào công thức (2.59) 

ta được 

  
int int int int

0 0

1 1

( ) cos sin
2 2 2 2n n n n

n n

a a e e e e
x t a nt b nt a b

i

  

 

            
   

        int int0

12 2 2
n n n n

n

a a ib a ib
e e






                  
  

Vậy ta có thể viết chuỗi Fourier dưới dạng phức  

  int( ) n
n

x t c e



          (2.70) 

trong đó các hệ số Fourier phức nc  xác định như sau  

  
0 0 / 2

( ) / 2

( ) / 2
n n n

n n n

c a

c a ib

c a ib

     

      hoặc       
0 02

( )
n n n

n n n

a c

a c c

b i c c




     

         (2.71) 

Mặt khác, tương tự hệ trực giao (2.55) ta có thể kiểm tra được rằng hệ các hàm phức  

            imt

m
e




   thỏa mãn 

2
int

0

2

0
imt n m

e e dt
n m

 
   


nÕu

nÕu
    (2.72) 

do đó đây là một hệ trực giao.  

Vì vậy các hệ số Fourier phức (2.71) có thể tính trực tiếp 

    

2
int1

( ) ,
2

c

n
c

c x t e dt c





             (2.73) 

Trường hợp hàm tuần hoàn chu kỳ 0 2T l  có khai triển Fourier dạng phức  

  ( )
n
i t
l

n
n

x t c e




  , 

2
1

( ) ,
2

c l n
i t
l

n
c

c x t e dt c
l




    (2.74) 
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Nếu ký hiệu 0
0

1
f

T
  là tần số cơ bản của hàm tuần hoàn chu kỳ 0T  thì công thức 

(2.74) được biểu diễn 

  02( ) i n f t
n

n

x t c e 




  , 0

2
21

( ) ,
2

c l
i n f t

n
c

c x t e dt c
l




                  (2.75) 

Ví dụ 2.59: Xét hàm bước nhảy tuần hoàn ví dụ 2.57 

nt nt

0

1
0

21 1
( ) 0 0

2 2
1

i i
n

n

c t e dt e dt n n

n
in

 




 



 



    

 
nÕu

nÕu    ch½n

nÕu    lÎ

 

Vậy, hàm bước nhảy đơn vị có khai triển Fourier 

 (2 1)

0

sin (2 1)1 1 2
( )

2 2 1 2 (2 1)

m it

m n

n ti e
t

m n


 

 

 


  

   . 

Ví dụ 2.60: Tìm khai triển Fourier của hàm mũ ( ) atx t e , t    tuần hoàn chu kỳ 2 . 

( )
nt ( )1 1

2 2 2 ( )

a in t
at i a in t

n

t

e
c e e dt e dt

a in

 

  
  


 

  

  
   

( ) ( ) ( )

2 2

( )sinh
( 1) ( 1)

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )

a in t a in a in a a
n n

t

e e e e e a in a

a in a in a in a n


   




   

    



  
    

   
. 

Vậy hàm có chuỗi Fourier tương ứng  

nt

2 2

sinh ( 1) ( )n
at i

n

a a in
e e

a n








 


 . 

Định lý 2.16: Giả sử hàm ( )x t  tuần hoàn chu kỳ 0 2T l  thoả mãn điều kiện Dirichlet, khi đó 

ta có đẳng thức Parseval   

   

0 0
2 2 2

0 0 0

1 1
( ) ( )

c T T

n
nc

x t dt x t dt c
T T

 



            (2.76) 

Chứng minh:     

 
0 0 0

2

0 0 0

1 1 1
( ) ( ) ( )

c T c T c T m n
i t i t
l l

m n
m nc c c

x t dt x t x t dt c e c e dt
T T T

      

 

                 
     

     
0

2

,0

1
c T m n

i t i t
l l

m n n
m n nc

c c e dt c
T

   

 

    

Nhận xét 2.3: Công thức (2.69), (2.71), (2.74) cho thấy dạng cực, dạng phức và dạng cầu 

phương của chuỗi Fourier là hoàn toàn tương đương, nghĩa là từ dạng này ta có thể biểu diễn 

duy nhất qua dạng kia và ngược lại. Vậy thì dạng nào được ứng dụng tốt nhất. Câu trả lời là 
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phụ thuộc vào từng trường hợp cụ thể. Nếu bài toán thiên về giải tích thì sử dụng dạng phức 

sẽ thuận lợi hơn vì việc tính các hệ số nc  dễ hơn. Tuy nhiên đối với các hàm dạng sóng được 

thực hiện trong phòng thí nghiệm thì dạng cực sẽ thuận tiện hơn, vì các thiết bị đo lường như 

vôn kế, máy phân tích phổ sẽ đọc được biên độ và pha. Dùng các kết quả thí nghiệm đo được 

các nhà kỹ thuật có thể vẽ các vạch phổ một phía là các đoạn thẳng ứng với mỗi giá trị biên 

độ nA  tại tần số 0
0

n

n
f nf

T
  .           

2.2.2 Phép biến đổi Fourier hữu hạn          

Mỗi hàm tuần hoàn được xác định duy nhất bởi các hệ số Fourier của nó và ngược lại 

(công thức 2.55, 2.60, 2.71, 2.72), điều này được suy ra từ tính chất trực giao của hệ 2.53, 

2.70.  

Tương tự ta có thể chứng minh được hệ các hàm phức tuần hoàn  2i nf

n
e 




 là 

một hệ trực chuẩn trên đoạn 0, 1 
  

 

1
2 2

0

1

0
i nf i mf n m
e e df

n m
 

   


nÕu

nÕu
.   (2.77) 

 Dựa vào hệ trực chuẩn này ta định nghĩa phép biến đổi Fourier hữu hạn của các tín hiệu 

rời rạc như sau. 

Định nghĩa 2.5: Biến đổi Fourier hữu hạn của tín hiệu rời rạc  ( )
n

x n



 là  

   
   2( ) ( ) ( ) i nf

n

X f x n x n e 






  F    (2.78) 

nếu chuỗi ở vế phải hội tụ. 

 Công thức biến đổi ngƣợc 

  
1

1 2

0

( ) ( ) ( ) i nfx n X f X f e df  F    (2.79) 

Hàm 
( )X f  tuần hoàn có chu kỳ 1. 

Ví dụ 2.61: Tìm biến đổi Fourier hữu hạn của tín hiệu rời rạc ( ) rect ( )Nx n n , N là 1 số tự 

nhiên. 

    
1 0 1

rect ( )
0N

n N
n

    

nÕu

nÕu ngîc l¹i
    

Giải:  


21
2 2

2
0

1
( ) ( )

1

i NfN
i nf i nf

i f
n n

e
X f x n e e

e
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( 1) sin( )

sin( )

i Nf i Nf i Nf
i N f

i f i f i f

e e e N f
e

fe e e

  


  




 
 

 


  


. 

Nhận xét 2.4: 

1. Trong công thức biến đổi Fourier 2.76, 2.77 đối số f  được ký hiệu cho tần số. Có tài liệu 

không biểu diễn biến đổi Fourier qua miền tần số mà qua miền tần số góc   như sau 

  ( ) ( ) ( ) i n

n

X x n x n e 






  F , 
  

2
1

0

1
( ) ( ) ( )

2
i nx n X X e d


  


  F      (2.80) 

Hai cách biểu diễn này tương ứng với nhau qua phép đổi biến số 2 f  . 

2. Một điều kiện đủ để tín hiệu rời rạc  ( )
n

x n



 tồn tại biến đổi Fourier hữu hạn là 

( )
n

x n




 . 

3. Công thức biến đổi ngược 2.77 là khai triển Fourier dạng phức của hàm 
( )X f  đối với hệ 

trực chuẩn 2.75. Nếu biến đổi Fourier xét trong miền   thì biến đổi ngược của 
( )X   là 

khai triển Fourier dạng phức đối với hệ trực giao 2.10. Vì vậy biến đổi ngược tồn tại khi 

( )X f  (hoặc 
( )X  ) thỏa mãn điều kiện Dirichlet. 

Tính chất 2.2: Tương tự phép biến đổi Laplace, phép biến đổi Fourier hữu hạn có các tính 

chất sau: 

1. Tuyến tính:   

     ( ) ( ) ( ) ( )Ax n By n A x n B y n  F F F             (2.81) 

Chứng minh:     2( ) ( ) ( ) ( ) i nf

n

Ax n By n Ax n By n e 






  F   

          2 2( ) ( ) ( ) ( )i nf i nf

n n

A x n e B y n e A x n B y n 
 

 

 

     F F . 

2. Trễ:   

     02
0( ) ( ) ( ) ( )i n fX f x n x n n e X f   F F .            (2.82) 

 Chứng minh:  

  0 02 2 ( )2
0 0 0( ) ( ) ( )i n f i n n fi nf

n n

x n n x n n e e x n n e 
 

  

 

     F  

    0 02 22( ) ( )i n f i n fi nf

n

e x n e e x n 


 



  F . 

3. Dịch chuyển ảnh:    
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     02

0( ) ( ) ( ) ( )i nfX f x n e x n X f f   F F .                     (2.83) 

4. Điều chế:  

 
 

0 02 2
0 0

0

( ) ( )
( )cos(2 ) ( )

2 2

i nf i nf X f f X f fe e
x n nf x n

 


             

F F .   (2.84) 

5. Liên hợp phức: Nếu 
   2( ) ( ) ( ) i nf

n

X f x n x n e 






  F   thì 

   2 2( ) ( ) ( ) ( )i nf i nf

n n

x n x n e x n e X f 
 



 

    F        (2.85) 

Khi ( )x n  thực thì  
 ( ) ( )X f X f  . 

6. Biến số đảo: Nếu 
   2( ) ( ) ( ) i nf

n

X f x n x n e 






  F  thì 

       2 2 ( )( )( ) ( ) ( ) ( )i nf i n f

n n

x n x n e x n e X f 
 

   

 

       F    (2.86) 

7. Tích chập (xem công thức 1.102):      

     ( ) ( ) ( ) ( )x n y n x n y n  F F F           (2.87) 

Chứng minh:  Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

z n x n y n x k y n k




     

 2 2 2 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )i nf i kf i n k f

n k n k

Z f x k y n k e x k e y n k e  
   

   

   

                   
     

          
 2 ( ) 2( ) ( ) ( ) ( )i n k f i kf

k n

y n k e x k e X f Y f 
 

  

 

       
   

8. Tích chập ảnh:       

     ( ) ( ) ( ) ( )x n y n x n y n  F F F                  (2.88) 

  Chứng minh:     2( ) ( ) ( ) ( ) i nf

n

x n y n x n y n e 






  F . Theo 2.71 ta có:  

1
2 2 ( ) 2

0

( ) ( ) ( ) ( )i nf i m n u i nf

n n m

x n y n e x m e du y n e  
  

   

  

        
     

1
2 ( ) 2

0

( ) ( )i m n u i nf

n m

x m e y n e du 
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1 1

2 2 ( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i mu i n f u

m n

x m e y n e du X uY f u du X f Y f 
 

  

 

                  
   . 

9. Biến đổi của hàm tương quan  

, ( ) ( ) ( )x y
m

r n x m y m n




   gọi là hàm tương quan của hai dãy tín hiệu  ( )x n ,  ( )y n , 

, ( ) ( ) ( )x x
m

r n x m x m n




   gọi là hàm tự tương quan của dãy tín hiệu  ( )x n . 

   
, ( ) ( ) ( )x yr n X f Y fF                                (2.89)  

Chứng minh: , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y
m

r n x m y m n x n y n




         
, ( ) ( ) ( )x yr n X f Y fF . 

Hoặc ta có thể chứng minh trực tiếp như sau: 

      2
, ( ) ( ) ( ) i nf
x y

n m

r n x m y m n e 
 



 

       
 F  

2 ( ) 2( ) ( ) i n m f i mf

m n

x m y m n e e 
 

  

 

       
   

      
 2 ( ) 2( ) ( ) ( ) ( )i m n f i mf

m n

x m y m n e e X f Y f 
 

  

 

       
  . 

Áp dụng công thức (2.89) vào hàm tự tương quan của dãy tín hiệu  ( )x n  ta có định lý 

Weiner-Khinchin:  

    2

, ( ) ( )x xr n X fF .                  (2.90) 

Trường hợp ( ), ( )x n y n  thực,  

, ( ) ( ) ( )x y
m

r n x m y m n




      
, ( ) ( ) ( )x yr n X f Y f F . 

10. Đạo hàm ảnh:   

    
( )

( ) ( ) ( )
2

i dX f
X f x n nx n

df
   F F              (2.91) 

Chứng minh:  
2

2 1 ( )
( ) ( ) ( )

2 2

i nf
i nf

n n

de i dX f
nx n nx n e x n

i df df




 

 


 

   
 F  

11. Đẳng thức Parseval: 
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1

0

( ) ( ) ( ) ( )
n

x n y n X f Y f df




  ;


1 22

0

( ) ( )
n

x n X f df




  .                   (2.92) 

Chứng minh: 

 
1 1

2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i nf i nf

n n n

x n y n y n X f e df X f y n e df 
  

  

               
     

           
  

1 1
2 ( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( )i n f

n

X f y n e df X f Y f df






        
  . 

12. Quan hệ giữa phép biến đổi Fourier rời rạc và phép biến đổi Z (mục 1.6 chương 1) 

Biến đổi Z của dãy  ( )
n

x n



 là  ( ) ( ) n

n

X z x n z






   , miền hội tụ r z R   

thỏa mãn 1r R  , có biến đổi Fourier rời rạc 
   2( ) ( ) ( ) i nf

n

X f x n x n e 






  F . 

Vậy  


2( ) ( ) i fz e

X f X z 
                 (2.93) 

Ví dụ 2.62: Tìm biến đổi Fourier hữu hạn của tín hiệu rời rạc  

0( ) ( 1) cos(2 ) ( 2), 1nx n n a nf n a     . 

Giải: Xét ( ) ( 1) ( 2)nx n n a n   , ta có
 

2

( ) ( ) ( 1) ( 2) ( 1)n n n n n

n n n

X z x n z n a n z n a z
  

  

  

        ,

 

       

2

2
2 0

( 1) ( 1)n n n n

n n

z
n a z n a z

a

 
 

 

     . 

Mặt khác, nếu 1z   thì 
0

1

1
n

n

z
z






   và 1

2
1 0

1
( 1)

(1 )

n n

n n

nz n z
z

 


 

  


  . 

Do đó 
2 2 2

2 2 2
2 0

( 1) ( 1) ;
( )

n
n n

n n

z a z z
n a z n z a

za a z a

 


 

            
  , với 1a  . 

 
2

2 2 4 4

2 2 2 2 2
( 1) ( 2)

( ) ( )i f

i f i f
n

i f
z e

z z e e
n a n

a z a a e a

 






     
 

F . 

Sử dụng tính chất điều chế (2.84) ta có 

    0( ) ( ) ( 1) cos(2 ) ( 2)nX f x n n a nf n    F F
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0 0 0 0

0 0

4 ( ) 4 ( ) 4 ( ) 4 ( )

2 2 ( ) 2 ( )2 22 2( ) 2( )

i f f i f f i f f i f f

i f f i f f

e e e e

a e a e a

   

 

   

 


  

 
. 

2.2.3 Phép biến đổi Fourier 

Khởi đầu chuỗi Fourier được xây dựng với mục đích giải quyết các bài toán tương ứng 

với các hàm số xác định trong miền bị chặn hoặc hàm tuần hoàn. Để giải quyết các bài toán 

có các hàm số xác định trên toàn bộ tập số thực t   người ta mở rộng một cách tự 

nhiên phương pháp chuỗi Fourier, điều này đưa đến phép biến đổi Fourier. Phép biến đổi 

Fourier là một công cụ mạnh mẽ và đóng vai trò cốt yếu trong nhiều miền ứng dụng như: Giải 

phương trình vi phân, giải phương trình đạo hàm riêng, xử lý tín hiệu, ứng dụng vào lý thuyết 

điều khiển và trong nhiều lĩnh vực khác của toán lý thuyết cũng như toán ứng dụng. Đối với 

các nhà toán học phép biến đổi Fourier là cơ bản hơn phép biến đổi Laplace. 

 Cơ sở của phép biến đổi Fourier là công thức tích phân Fourier, công thức này có 

được bằng cách xét chuỗi Fourier trong khoảng khá lớn tùy ý, sau đó cho khoảng này tiến đến 

vô cùng. 

2.2.3.1 Công thức tích phân Fourier (*) 

Định lý 2.17: Giả sử hàm ( )x t  khả tích tuyệt đối trên toàn bộ trục thực ( | ( ) |x t dt




 ) 

và thoả mãn điều kiện Dirichlet, khi đó ta có đẳng thức sau và gọi là công thức tích phân 

Fourier 

   

0

1
( ) ( )cos ( )x t d x u t u du 



 



      (2.94) 

Chứng minh: Vì hàm ( )x t  thỏa mãn điều kiện Dirichlet trên toàn bộ trục thực nên với mọi 

0l   ta có thể khai triển thành chuỗi Fourier trong khoảng ( ; )l l  (xem nhận xét 2.2, công 

thức 2.64 và định lý 2.15). 

0

1

( ) cos sin
2 n n

n

a n n
x t a t b t

l l

 



       
 , ( ; )t l l   . 

Các hệ số Fourier được tính theo công thức sau: 

0

1 1 1
( ) ; ( )cos ; ( )sin ; 1, 2, ...

l l l

n n
l l l

n n
a x u du a x u udu b x u udu n

l l l l l

 

  

       

1

1 1
( ) ( ) ( ) cos cos sin sin

2

l l

nl l

n n n n
x t x u du x u u t u t du

l l l l l l

   

 

 
     
 

        

           
1

1 1
( ) ( ) ( )cos ( )

2

l l

nl l

n
x t x u du x u t u du

l l l



 

                    (2.95) 

Vì | ( ) |x t dt




  nên khi cho l  ta có:   
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1 1

1
lim ( ) 0

2

1 1
lim ( )cos ( ) lim ( )cos ( )

l

l
l
l

l l
n nl

x u du
l

n n
x u t u du x u t u du

l l l l

 




 

   

    



  
    (2.96) 

  Đặt   
l


  ,  

1
( ) ( )cos ( )F x u t u du 







             (2.97) 

 
0 1

1
( )cos ( )

n n

n
x u t u du F n

l l


 

 

 

         (2.98) 

Vế phải của (2.98) là tổng tích phân của hàm ( )F   trong khoảng [0, ) .  

Theo (2.97), l  khi và chỉ khi 0  .  

Vậy lấy giới hạn hai vế của (2.95) khi cho l và sử dụng (2.96)-(2.98) ta được 

   

0 0

1
( ) ( ) ( )cos ( )x t F d d x u t u du   



  



     . 

Vì hàm cosin là hàm chẵn và sin là hàm lẻ nên từ công thức (2.94) ta cũng có: 

0

1 1
( ) ( )cos ( ) ( )cos ( )

2
x t d x u t u du d x u t u du   

 

   

  

        

                         1
( ) cos ( ) sin ( )

2
d x u t u i t u du  



 

 

      

Vậy 

( )1
( ) ( )

2
i t ux t d x u e du



 


 

                                      (2.99) 

Công thức (2.99) được gọi là công thức tích phân Fourier phức.  

Nhận xét 2.5: 

1. Các công thức trên đã sử dụng quy ước (2.60) tại những điểm không liên tục. 

2. Nếu ( )x t  là hàm chẵn thì 

 

0 0

2
( ) cos ( )cosx t td x u udu  



 

   .          (2.100) 

3. Nếu ( )x t  là hàm lẻ thì  

0 0

2
( ) sin ( )sinx t td x u udu  



 

   .   (2.101) 

4. Các công thức tích phân Fourier (2.94), (2.99) và định lý 2.17 được phát biểu và chứng 

minh cho trường hợp ( )x t  là hàm thực. Tuy nhiên do tính chất tuyến tính của tích phân 
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nên các kết quả trên vẫn còn đúng cho trường hợp hàm phức biến thực ( )x t  khả tích tuyệt 

đối có phần thực, phần ảo thỏa mãn điều kiện Dirichlet.  

5. Đổi biến 2 2f d df      , thay vào công thức (2.99) ta được 

2 ( ) 2 2( ) ( ) ( )i f t u i fu i ftx t df x u e du x u e du e df  
   

 

   

         
         (2.102) 

Sử dụng công thức (2.102) ta có thể định nghĩa biến đổi Fourier của hàm không tuần 

hoàn như sau. 

2.2.3.2 Định nghĩa và tính chất của phép biến đổi Fourier                       

Định nghĩa 2.6: Giả sử hàm ( )x t  khả tích tuyệt đối trên trục thực và thỏa mãn điều kiện 

Dirichlet. Biến đổi Fourier (viết tắt là FT) của ( )x t  là  

   2( ) ( ) ( ) ,i ftX f x t x t e dt f






   F    (2.103) 

 Trong kỹ thuật, nếu ( )x t  là hàm dạng sóng (waveform) theo thời gian t  thì 
( )X f  được 

gọi là phổ hai phía của ( )x t  (two - sided spectrum), còn tham số f  chỉ tần số, có đơn vị là Hz.  

Từ công thức tích phân Fourier (2.102) ta có công thức biến đổi ngƣợc 

   
  1 2( ) ( ) ( ) i ftx t X f X f e df






  F           (2.104) 

Hàm ảnh qua phép biến đổi Fourier 
( )X f  có thể viết dưới dạng cực    

    
  ( )( ) ( ) i fX f X f e             (2.105)           

trong đó  

      
  ( ) ( ) ( )X f X f X f ,  

( ) ( )f X f            (2.106) 

được gọi dạng biên độ - pha của phép biến đổi.           

Cặp 
( ), ( )x t X f được gọi là cặp biến đổi Fourier.  

Tính chất 2.3:   

A. Tương tự các tính chất (2.81)-(2.92) của phép biến đổi Fourier hữu hạn, phép biến đổi 

Fourier có các tính chất được tổng kết trong bảng sau:               

(2.107)  

Tính chất Hàm ( )x t  Biến đổi Fourier 
( )X f  

1. Tuyến tính 1 2( ) ( )Ax t Bx t   
1 2( ) ( )AX f BX f  
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2. Đồng dạng ( )x at  
  1

/
| |
X f a

a
 

3. Liên hợp ( )x t  ( )X f  

4. Đối ngẫu ( )X t  ( )x f  

5. Trễ ( )dx t T  2 ( )di T fe X f
 

6. Dịch chuyển ảnh 02
( )

i f t
e x t


 


0( )X f f  

7. Điều chế 0( )cos2x t f t   
0 0

1 1
( ) ( )

2 2
X f f X f f    

8. Đạo hàm  
( )n

n

d x t

dt
   2 ( )

n
i f X f  

9. Tích phân ( )
t

x u du

  

 1 1
( ) (0) ( )

2 2
X f X f

i f



  

10. Đạo hàm ảnh ( )nt x t   
( )

2
nn

n

d X f
i

df



  

11. Tích chập 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )x t x t x u x t u du




  
 

 
1 2( ) ( )X f X f  

12. Tích 1 2( ) ( )x t x t   
1 2( ) ( )X f X f  

Hàm   trong tính chất 9. là hàm Dirac (xem mục 3.1 chương 3).          

B. Từ công thức định nghĩa biến đổi Fourier (công thức 2.100) ta nhận thấy rằng nếu ( )x t  là 

hàm thực chẵn thì biến đổi Fourier của nó cũng là hàm thực chẵn. Kết hợp với tính chất 

đối ngẫu 4. ta có thể chuyển đổi vai trò của ( )x t  và 
( )X f  cho nhau, nghĩa là  

    ( ) ( ) ( ) ( )X f x t X t x f  F F                 (2.108) 

Ví dụ 2.62:  

a.  
( 2 )

2 ( 2 )

0 0 0

1
( ) ; 0

( 2 ) 2

i f a t
at at i ft i f a t e
e t e e df e dt a

i f a a i f


 

 

   
        

   F . 

b.  
00 0 ( 2 )

2 ( 2 ) 1
( ) ; 0

2 2

a i f t
at at i ft a i f t e
e t e e df e dt a

a i f a i f


 

 


 

  

     
  F . 

Áp dụng tính chất đạo hàm ảnh ta được 
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c.    2

1 1 1
( ) ; 0

2 2 ( 2 )

at d
te t a

i df a i f a i f


  


          
F  

       2

1 1 1
( ) ; 0

2 2 ( 2 )

at d
te t a

i df a i f a i f


  

            
F  

2.2.3.3 Định lý Parseval và định lý năng lƣợng Rayleigh 

 Nếu 1 2( ), ( )x t x t  là hai hàm bình phương khả tích (gọi là hàm kiểu năng lượng) thì ta có 

đẳng thức Parseval 

            
 

1 21 2( ) ( ) ( ) ( )x t x t dt X f X f df
 

 

                       (2.109) 

Khi 1 2( ) ( ) ( )x t x t x t   ta có định lý năng lượng Rayleigh 

             
 22

( ) ( )x t dt X f df
 

 

                     (2.110) 

Như vậy năng lượng được tính trong miền thời gian bằng năng lượng được tính trong 

miền tần số.  

Có thể chứng minh công thức (2.109) bằng cách sử dụng công thức tích phân Fourier 

như sau: 

            
 2

21 2 1( ) ( ) ( ) ( ) i ftx t x t dt x t X f e df dt
  

  

        
    

    
  2

2 1 21( ) ( ) ( ) ( )i ftX f x t e dt df X f X f df
  



  

        
   . 

2.2.3.4 Biến đổi Fourier của các hàm đặc biệt 

Ví dụ 2.63: Biến đổi Fourier của xung chử nhật hay hình hộp có độ dài 2a   

      
1 | |

( )
0 | | , 0a

t a
t

t a a

     

nÕu

nÕu
          (2.111) 



nÕu
nÕu

nÕunÕu

2 2

2

2 0
2 0

( ) sin(2 )
00

a
i ft

a

a

a
i ft

i f
a

e

a f
a f

f e dt a f
ff

f

 















             

      

Đặt  

    

1 0
sinc( ) sin( )

0

t
t t

t
t




   

nÕu

nÕu
    (2.112) 
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Ta có    

     ( ) 2 sinc(2 )a t a af F .                 (2.113) 

Phép biến đổi Fourier ngược cho phép khôi phục lại giá trị của xung chử nhật ( )a t  theo tích 

phân (xem công thức (2.104))  

2

1 | |
sin(2 )

1 / 2 | |

0 | |

i ft

t a
a f

e df t a
f

t a

 






   


nÕu

nÕu

nÕu

         (2.114) 

Tách phần thực, phần ảo (2.114) và nhân   vào hai vế ta được: 

0

/ 2 | |
cos(2 )sin(2 )

/ 4 | |

0 | |

t a
ft a f

df t a
f

t a


 




   


nÕu

nÕu

nÕu

 ; 

           
sin(2 )sin(2 )

0
ft a f

df
f

 




 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Khi 1a   ta có xung: 

1 | | 1
( )

0 | | 1

t
t

t

    

nÕu

nÕu
  và   ( ) 2sinc(2 )t f F . 

Áp dụng công thức (2.108) ta cũng có 

 2sinc(2 ) ( )t f F . 

Áp dụng đẳng thức Parseval (2.110) ta được 

2
2sin (2 )

1 2
2( )

a

a

a f
df dt a

f







 

      

Đặt 2 2u af du adf    , 
2 2

2 2

sin (2 ) sin
2

( )

a f u du
df a

f u




 

 

   . 

Hình 2.18: Đồ thị của ( )t  và  ( )f  

 

( )t

 

t  

 

 

( )f  

f
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2 2

2 2

sin sin
2 2

u du u
a a du

u u




 

 

      . 

Ví dụ 2.64:  Xung tam giác đơn vị   

     
1 | | | | 1

( )
0 | | 1

t t
t

t

     

nÕu

nÕu
    (2.115) 

Sử dụng tính chất tích phân hàm chẵn và quy tắc tích phần từng phần ta được 

      
1 1

22

1 0

( ) 1 2 1 cos(2 ) sinc( )i ftf t e dt t ft dt f 



            

 Áp dụng công thức (2.108) của tính chất 2.3.B. ta cũng có 

      2sinc ( ) ( )t f F . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Áp dụng đẳng thức Parseval (2.110) ta được 

     
1 12 2 22

1 0

2
sin ( ) 1 2 1

3
c f df t dt t dt



 

          

Đặt u f du df    , 
4 4 4

4 4 4

sin ( ) sin sin 2

3( )

f u du u
df du

f u u

 


  

  

      . 

Ví dụ 2.65:  Hàm phân bố mũ hai phía   

     ( ) , 0
t

x t e





  . 

 2

0

( ) 2 cos2
t i ft tX f e e dt e ft dt

   
 

  



         

Áp dụng quy tắc tích phân từng phần, đặt                                                         

   
cos2 sin2 / 2

t tU e dU e dt

dV ftdt V ft f

 

  

            
 

Hình 2.19: Đồ thị của ( )t  và biến đổi Fourier ( )f  

t  

( )t  

 
 

   

( )f  

f
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0

0 0

sin2
( ) 2 sin2 sin2

2 2

t
t te ft

X f e ft dt e ft dt
f f f


   

 
  

  
 

 
    
  

   

Tiếp tục đặt                                                         

   
sin2 cos2 / 2

t tU e dU e dt

dV ftdt V ft f

 

  

            
 

 
0

0

cos2 1
( ) cos2 ( )

2 2 2 4

t
te ft

X f e ft dt X f
f f f f f f


    


     

 


                
  


2 2 2

2
( )

4
X f

f



 



. 

Hoặc áp dụng công thức (2.32) ta cũng có 


2 2 2 2 2 2

0

2
( ) 2 cos2 2

4 4

t

s

s
X f e ft dt

s f f








  






        
 . 

Sử dụng tính chất 2.3-B và công thức (2.108) ta có:  
2 2 2

2
, 0

4

f
e

t




 

         
F . 

Vậy  

  2 2 2

2
0;

4

t
e

f

 


 


 


F  , 

2 2 2

2

4

f
e

t



 

        
F                (2.116) 

Công thức (2.116) có thể viết  1

2 2 2

2
; 0

4

f
e

t

 


 

  


F . Ta có thể tìm lại kết quả 

này từ định nghĩa công thức (2.104) như sau. 

00 ( 2 ) ( 2 )
2 ( 2 ) ( 2 )

0 0

( )
2 2

i t f i t f
fi ft i t f i t f e e

x t e e df e df e df
i t i t

   
    

   

   
  

  

    
     

                
2 2 2

1 1 2

2 2 4i t i t t


     

  
    

Ví dụ 1.21: Xét hàm hữu tỉ:  
2 2

1
( )x t

t c



,  0c   

Áp dụng công thức (1.96) và (1.106)-(1.107) ta có 

2 2 2

2
, 0

4

f
e

t




 

 
  

 
F . 

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 4 4
. , 0
4 4 4 4

    

   

     
        

       

c fc c
e c

c c ct c t c t c
F F F

 
Vậy  
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2

2 2

1
, 0

c f
e c

ct c

  
  

 
F     (1.111) 

Ví dụ 2.66: Tìm biến đổi Fourier ngược của 


2

1
( )

(1 2 )(1 4 )
X f

i f i f 


 
 

Giải: Đặt 
2 2

1 1
2

(1 2 )(1 4 ) (1 )(1 2 )
s i f

i f i f s s


 
  

   
  

2 2 2

1 1 1/ 9 1/ 9 1/ 6

1 1/ 2(1 )(1 2 ) 4( 1)( 1/ 2) ( 1/ 2)s ss s s s s
   

     
 

                       
2

1/ 9 1/ 9 1/ 6

1 2 1/ 2 2 (1/ 2 2 )i f i f i f  
  

  
 

Từ kết quả ví dụ 2.62 ta có 

/2 /21 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

9 9 6
t t tx t e t e t te t       . 

2.2.4 Phép biến đổi Fourier rời rạc (DFT: Discrete Fourier Tranform) 

Trong thực tế các dữ liệu nhận được không thể là hàm liên tục mà thường là các dữ 

liệu số rời rạc. Chẳng hạn, ngay cả khi đo các tín hiệu liên tục người ta cũng chỉ thực hiện một 

số hữu hạn các lần đo, đó là một mẫu của tín hiệu đầy đủ. Các phương tiện số (CD, DVD, ..) 

hoặc các dữ liệu thí nghiệm được lưu trữ trong máy tính cũng chỉ là các tín hiệu được lấy mẫu 

tại những khoảng thời gian rời rạc. Vì vậy mặc dù chuỗi Fourier về mặt lý thuyết là rất quan 

trọng không thể chối cãi được nhưng theo quan điểm tính toán trong thực tế cần phải chuyển 

các không gian hàm vô hạn chiều (của các hàm liên tục) về các không gian véc tơ hữu hạn 

chiều của các dữ liệu mẫu.  

 Thông thường một tín hiệu liên tục ( )x t  xác định trong đoạn ,a b 
  

, máy tính chỉ có 

thể lưu trữ các giá trị đo được của nó tại một số hữu hạn điểm mẫu 0 1 ... na t t t b     . 

Đơn giản nhất người ta xét các điểm mẫu cách đều nhau. 

jt a jh  , 0,...,j n ,  trong đó 
b a

h
n


  là tốc độ mẫu. 

Khi xử lý tín hiệu ( )x t , biến số t  chỉ tời gian và jt  chỉ thời điểm lấy mẫu lần thứ j . 

Tốc độ mẫu h  rất cao, thường lấy khoảng 
3 310.10 20.10   giây. 

Chuỗi Fourier thích hợp với các hàm tuần hoàn, tổng của chuỗi Fourier rời rạc thích 

hợp với các tín hiệu được lấy mẫu tuần hoàn, (trong thực tế các tín hiệu lấy mẫu hiếm khi tuần 

hoàn, tuy nhiên vì mục đích tính toán giải tích người ta thường mở rộng tuần hoàn từ tín hiệu 

mẫu gốc). Để đơn giản ta chọn chu kỳ 2 (trường hợp chu kỳ khác có thể nhận được bằng 

phép đổi biến). Ở đây ta chọn khoảng 0;2 
  

 thay cho ;    
. Các điểm mẫu tương ứng  
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0 0t  ,     
1

2
t

n


 ,    

2

4
t

n


 ,  …   

2
j

j
t

n


 ,   …   

1

2( 1)
n

n
t

n





        (2.117) 

 Tính tuần hoàn đòi hỏi (0) (2 )x x  , do đó giá trị tại điểm mẫu 2nt   được bỏ 

qua. Việc lấy mẫu (có thể nhận giá trị phức) của tín hiệu hoặc hàm số ( )x t  tại các điểm mẫu 

cung cấp một véc tơ mẫu 

   0 1 1 0 1 1, ,..., ( ), ( ),..., ( )n nx x x x t x t x t  x , trong đó 
2

( )j j

j
x x t x

n

       
   (2.118) 

Sự lấy mẫu không thể phân biệt được giữa những hàm có cùng giá trị mẫu tại tất cả các điểm 

mẫu, như vậy chúng phải được đồng nhất như nhau theo quan điểm lấy mẫu. Chẳng hạn hàm 

tuần hoàn 

( ) cos sin
i n t

x t e nt i nt    

Có các giá trị mẫu 

22 2
exp 1j i

j

j j
x x in e

n n
                  

 với mọi 0,..., 1j n  . 

Vì vậy không thể phân biệt với hàm hằng ( ) 1c t  , cả hai hàm này đều có véc tơ mẫu là 

(1,1,...,1). Điều này dẫn đến một hệ quả quan trọng cần tránh, đó là việc lấy mẫu tại n  điểm 

cách đều nhau không thể phân biệt các tín hiệu tuần hoàn tần số n . Một cách tổng quát hơn, 

hai tín hiệu mũ giá trị phức  

( )i k n t i k t
e e


                  (1.119) 

là không thể phân biệt khi lấy mẫu. Vì vậy chỉ cần chọn n  hàm mũ phức đầu tiên sau đây làm 

cơ sở để biểu diễn cho các tín hiệu được lấy mẫu bất kỳ tuần hoàn chu kỳ 2  với n  điểm 

mẫu. 

0( ) 1x t  , 1( ) itx t e , 
2

2( ) i tx t e ,   …   
( 1)

1( ) i n t
nx t e 
             (1.120) 

Đặc biệt hàm mũ tần số “âm” 
ikte  có thể chuyển về dạng 

( )i n k te 
 có cùng giá trị mẫu. Chẳng 

hạn 
ite  và 

( 1)i n te 
 có cùng giá trị mẫu tại các điểm mẫu. Tuy nhiên ngoài giá trị mẫu hai 

hàm này hoàn toàn khác nhau, hàm 
ite  có tần số thấp còn 

( 1)i n te 
 có tần số cao hơn. 

Hình sau cho sự so sánh đồ thị của 
ite  và 

7i te  với 8n   điểm mẫu. 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

Hình 2.20: Đồ thị của cost  và cos7t  với 8 điểm mẫu  
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Vì không thể phân biệt giá trị mẫu của các hàm mũ có tần số lớn hơn n  (xem công 

thức 2.122)  do đó chỉ có thể khai triển ( )x t  thành tổng của các hàm mũ có cùng giá trị mẫu 

tại các điểm mẫu dưới dạng 

1
2 ( 1)

0 1 2 1
0

( ) ( ) ...
n

it i t i n t ikt
n k

k

x t p t c c e c e c e c e







        (1.121) 

trong đó  

( ) ( )j jx t p t  với mọi 0,..., 1j n        (1.122) 

Như vậy ( )p t  là đa thức lượng giác nội suy bậc 1n   đối với các dữ liệu mẫu 

( )j jx x t . Nếu ( )x t  nhận giá trị thực thì đa thức lượng giác nội suy tương ứng được chọn là 

phần thực của ( )p t . 

Tìm hàm ( )p t  thỏa mãn điều kiện (1.122) tương đương tìm các hệ số 0 1 1, ,..., nc c c   là 

nghiệm của hệ phương trình sau 

0 1 2 1

2 / 4 / 2( 1) /
0 1 2 1

2( 1) / 4( 1) / 2( 1)( 1) /
0 1 2 1

(0)

2

...........................................................................

2

n

i n i n i n n
n

i n n i n n i n n n
n

c c c c x

c e c e c e c x
n

c e c e c e c x



   


      


    

 
      

 

    






( 1)n

n







   
  
  

  (2.123) 

Định thức của ma trận hệ số là định thức Vandermonde khác 0 nên hệ phương trình 

(2.123) luôn tồn tại duy nhất nghiệm. 

Xét các véc tơ  

 2 / 4 / 2( 1) /1, , ,...,i k n i k n i n k n
k e e e    , 0,..., 1k n                (2.124) 

Cụ thể: 

   

Hình 2.21: Đồ thị của sint  và sin7t  với 8 điểm mẫu  
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0

2 / 4 / 2( 1) /
1

2( 1) / 4( 1) / 2( 1)( 1) /
1

1,1,1,...,1

1, , ,...,

.............................................................

1, , ,...,

i n i n i n n

i n n i n n i n n n
n

e e e

e e e

  

  









   


   

 

Đặt 2 / 2 2
cos sini ne i
n n

  
  E

 

 
 

 

0

2 ( 1)
1

1 2( 1) ( 1)( 1)
1

1,1,1,...,1

1, , ,...,

........................................

1, , ,...,

n

n n n n
n









   


   

E E E

E E E

 

Khi đó hệ phương trình trên được viết lại dưới dạng véc tơ 

0 0 1 1 1 1n nc c c      x      (2.125) 

Nói cách khác ta có thể tính các hệ số Fourier rời rạc 0 1 1, ,..., nc c c   của ( )x t  bằng 

cách biểu diễn véc tơ mẫu x  (công thức 2.118) thành tổ hợp tuyến tính của các véc tơ mẫu 

hàm mũ cơ sở 0 1 1, ,..., n    . 

Ta sẽ chỉ ra rằng hệ véc tơ  0 1 1, ,..., n     
là một cơ sở trực chuẩn. Khi đó bài toán 

tìm hàm ( )p t  thỏa mãn điều kiện (1.122) tương đương biểu diễn véc tơ mẫu theo cơ sở trực 

chuẩn này.
 
 

Định lý 2.12: Hệ các véc tơ 0 1 1, ,..., n     tạo thành một cơ sở trực chuẩn của 
n  với tích 

vô hướng trung bình xác định như sau 

1

0

1
;

n

j j
j

x y
n





 x y  ;  0 1 1( , ,..., )nx x x x , 0 1 1( , ,..., ) n
ny y y  y       (2.126) 

Chứng minh: Để chứng minh định lý ta xét 2 / 2 2
cos sini ne i
n n

  
  E  

Có n  số phức khác nhau là n  căn bậc n  của 1, trong đó có 1 và các lũy thừa của E , cụ thể 

 2 / 2 2
cos sink i k n k k

e i
n n

  
  E  ;  0,..., 1k n            (2.127) 

Từ công thức 

2 11 ( 1)(1 )n nz z z z z         

Suy ra 

2 ( 1) 0
1

0 0
k k n k n k

k n


        


nÕu

nÕu
E E E     (2.128) 



CHƢƠNG 2:  CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI TÍCH PHÂN 

 

 142 

Ngoài ra từ tính chất 
k n k E E  có thể mở rộng công thức (2.128) cho mọi số nguyên k  bất 

kỳ,  

2 ( 1)1
0

k k n k n k n
     


nÕu  lµ béi sè cña  

nÕu ngîc l¹i
E E E    (2.129) 

Từ (2.128) và (2.129) ta có 

1 1
( )

0 0

11 1
;

0

n n
jk jl j k l

k l
j j

k l

k ln n
 

 


 

     
 

nÕu

nÕu  
E E E ; 0,..., 1k n      (2.130) 

Vậy 0 1 1, ,..., n     là một cơ sở trực chuẩn. 

Từ định lý 2.12 ta suy ra rằng các hệ số 0 1 1, ,..., nc c c   trong công thức (1.124) là tọa 

độ của véc tơ x  trong cơ sở 0 1 1, ,..., n     

1 1 1

0 0 0

1 1 1
; j j

n n n
ikt ikt jk

k k j j j
j j j

c x e x e x
n n n


  

 

  

     x E     (2.131) 

Nói cách khác, hệ số Fourier rời rạc kc  có được bằng cách lấy trung bình của các giá trị mẫu 

của hàm tích ( ) iktx t e . 

 Chuyển từ tín hiệu ( )x t  thành các hệ số Fourier rời rạc gọi là phép biến đổi Fourier rời 

rạc, ký hiệu  

  
0 1 1( ) ( ) ( , ,..., )nDFT x t X k c c c   ; 

1

0

1 n jk
k j

j

c x
n






  E , 
2

j

j
x x

n

      
   (2.132) 

Biến đổi ngược 

   0 1 1 0 1 1, ,..., , ,...,n nIDFT c c c x x x  , 
1

0

n
jk

j k
j

x c




 E    (2.133) 

0 1 1, ,..., nx x x   là các giá trị mẫu của hàm ( )x t  và đa thức lượng giác ( )p t  thỏa mãn  

1
2 ( 1)

0 1 2 1
0

( ) ( ) ...
n

it i t i n t ikt
n k

k

x t p t c c e c e c e c e







      .  (2.134) 

Ví dụ 2.67: Xét trường hợp 4n   thì  

2 /4 2 2
cos sin

4 4
ie i i  

   E , 
2 1E , 

3 iE  

Từ công thức (2.127) ta có các véc tơ cơ sở  

   2 3
0 1,1,1 ,1 1,1,1,1   ,    2 3

1 1, , , 1, , 1,i i i i i     ,   

   2 3
2 1, 1,( 1) ,( 1) 1, 1,1, 1        ,     2 3

3 1, ,( ) ,( ) 1, , 1,i i i i i        . 

Cho tín hiệu có các giá trị mẫu tại 4 thời điểm lấy mẫu 
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0 (0)x x , 1 2
x x

      
,   2x x  ,  3

3

2
x x

      
. 

Khi đó biểu diễn Fourier rời rạc tương ứng 

0 0 1 1 2 2 3 3c c c c      x  

Trong đó 

0 0 0 1 2 3

1
; ( )

4
c x x x x    x , 

1 1 0 1 2 3

1
; ( )

4
c x ix x ix    x  

2 2 0 1 2 3

1
; ( )

4
c x x x x    x , 

3 3 0 1 2 3

1
; ( )

4
c x ix x ix    x  

Chẳng hạn với tín hiệu  
2( ) 2x t t t   

có các giá trị mẫu 0 0,x       1 7,4022x        2 9,8696x   3 7,4022x   

tính toán dựa vào công thức trên ta được 

 0 6,1685c      1 2,4674c        2 1,2337c        3 2,4674c    

Vì vậy đa thức lượng giác nội suy là phần thực của đa thức 

2 3( ) 6,1685 2,4674 1,2337 2,4674it i t i tp t e e e             (2.135) 

Cụ thể  Re ( ) 6,1685 2,4674cos 1,2337cos2 2,4674cos3p t t t t     

Trong hình sau chúng ta sẽ so sánh tín hiệu ( )x t  và các biểu diễn Fourier với 4n   và 

16n  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kết quả của đồ thị chỉ ra rằng có cản trở đáng kể đối với phép biến đổi Fourier rời rạc 

đó là trong khi đa thức lượng giác nội suy một cách chính xác từ các giá trị mẫu của tín hiệu 

   

   

Hình 2.22: Biến đổi Fourier của 
22 t t  úng với 4n   và 16n   
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nhưng dáng điệu dao động cao làm cho chúng vượt xa tại các điểm khác điểm mẫu (hình 

2.22). 

Tuy nhiên khó khăn này có thể khắc phục được một cách linh hoạt. Vấn đề là ta đã 

không chú ý đầy đủ đến các tần số được biểu diễn trong tổng Fourier (2.124).  

Hình 2.23 cho ta thấy rằng các hàm mũ với tần số cao và tần số thấp có thể cho cùng 

dữ liệu mẫu nhưng có sự khác nhau rõ rệt trong khoảng giữa các điểm mẫu. Một nửa các số 

hạng đầu trong công thức tổng Fourier (2.121) có tần số thấp, nửa còn lại có tần số cao hơn. 

Ta thay các hàm mũ tần số cao này bằng các hàm mũ tần số thấp hơn tương ứng, như vậy sẽ 

giảm bớt sự dao động của các hàm mũ. 

Cụ thể với 0
2

n
k   thì 

ikte  và 
( )i n k te 

 có cùng các giá trị mẫu, nhưng hàm 
ikte  

có tần số thấp hơn 
( )i n k te 

.  

Vì vậy ta sẽ thay các hàm mũ trong các số hạng nửa sau của tổng Fourier (2.121) bằng 

các hàm mũ tương ứng có tần số thấp hơn.  

Nếu 2 1n m   là một số lẻ thì ta có thể xét đa thức lượng giác nội suy như sau 

1 0 1( ) ... ...
m

imt it it imt ikt
m m k

k m

p t c e c e c c e c e c e 
 



        
      (2.136) 

Nếu 2n m  là một số chẵn thì ta có thể xét đa thức lượng giác nội suy như sau 

1
( 1)

1 0 1 1( ) ... ...
m

imt it it i m t ikt
m m k

k m

p t c e c e c c e c e c e


  
  



        
   (2.137) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Trở lại ví dụ trên, ta thay đa thức lượng giác nội suy (2.135) bằng đa thức dạng (2.137)  

2( ) 1,2337 2,4674 6,1685 2,4674i t it itp t e e e    
 

Re ( ) 6,1685 4,9348cos 1,2337 cos2p t t t  
   (2.138) 

   

   

Hình 2.23: Biến đổi Fourier tần số thấp của 
22 t t   ứng với 4n   và 16n   
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Hình 2.23 sau đây so sánh đồ thị của hàm gốc 
22 t t   và các đa thức lượng giác nội 

suy gồm các hàm mũ tần số thấp ứng với 4n   và 16n  . 

Như vậy, bằng cách sử dụng tần số thấp ta có thể nội suy một hàm cho trước bằng đa 

thức lượng giác cùng giá trị mẫu. 

 Người ta chứng minh được rằng nếu hàm ( )x t  liên tục, tuần hoàn chu kỳ 2 , và khả 

vi liên tục từng khúc thì đa thức lượng giác nội suy (2.136)-(2.137)  hội tụ đều về ( )x t  khi số 

các điểm mẫu n.   

BÀI TẬP CHƢƠNG 2  

2.1 Hàm ảnh ( )X s  của biến đổi Laplace là một hàm giải tích trong nửa mặt phẳng. 

Đúng           Sai          . 

2.2 Nếu ( )x t  là hàm gốc thì đạo hàm '( )x t  cũng là hàm gốc. 

Đúng           Sai          . 

2.3 Nếu ( )x t  là hàm gốc thì tích phân 

0

( ) ( )
t

t x u du    cũng là hàm gốc. 

Đúng           Sai          . 

2.4 Phép biến đổi Laplace có tính chất tuyến tính. 

Đúng           Sai          . 

2.5 Biến đổi Laplace của tích hai hàm gốc bằng tích hai hàm ảnh. 

Đúng           Sai          . 

2.6 Chỉ có các hàm tuần hoàn mới tồn tại biến đổi Fourier.  

Đúng           Sai          . 

2.7 Phép biến đổi Fourier hữu hạn được sử dụng để khảo sát các tín hiệu rời rạc  ( )
n

x n



. 

Đúng           Sai          . 

2.8 Mọi hàm gốc của biến đổi Laplace đều tồn tại biến đổi Fourier.  

Đúng           Sai          . 

2.9 Phép biến đổi Fourier rời rạc áp dụng cho các dãy tín hiệu ( )x n  tuần hoàn chu kỳ N .   

Đúng           Sai          . 

2.10 Phép biến đổi Fourier biến miền thời gian về miền tần số. 

Đúng           Sai          . 

2.11 Tìm biến đổi Laplace của các hàm gốc sau: 

 a.   
3sin t   b.   

4cos t    c.   
2 cosh3te t

 

 d.    
3

1 tte  e.   cosh2 cost t   f.   sin2 cos4te t t
. 

2.12 Tìm biến đổi Laplace của các hàm gốc sau: 

 a.   cosh3t t   b.   cos cosht t a t   c.   
2 sint t  
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 d.   
sin 4t

t
  e.   

cos cosat bt

t


  f.   

at bte e

t

 
. 

2.13 Tìm biến đổi Laplace của các hàm gốc: 

 a.   
2( )cos ( )t b t b     b.   

 21 1
( )

0 0 1

t t
x t

t

     

nÕu 

nÕu 
 

 c.   

0 1

( ) 2 1 2

0 2

t t

x t t t

t

      

nÕu 

nÕu 

nÕu 

 d.   
cos 0

( )
sin

t t
x t

t t





    

nÕu 

nÕu 
 . 

2.14 Tìm biến đổi Laplace của các hàm gốc: 

 a.    2

0

( )
t

ux t u u e du     b.  

0

( ) ( 1)cos
t

x t u udu   

 c.  2

0

( ) cos( )
t

ux t t u e du     d.  

0

1
( )

t ue
x t du

u


   

2.15  Chứng minh rằng nếu  ( ) ( )X s x t L  thì  
1

1 2
0 0

( )
( )

tt
X s

dt x u du
s

          
 L . 

2.16  Gọi 0( )J t  là hàm Bessel bậc 0 (nghiệm của phương trình vi phân " ' 0tx x tx    với 

điều kiện ban đầu 0(0) 1J  . Chứng minh: 

 a.    0 2

1
( )

1
J t

s



L    b.    0 2 2

1
( )J at

s a



L  

 c.    
2 2

2
02 2
(2 ) 2

4 8

td s
e J t s

dt s s

            
L . 

d.   0 2 3

1
( )

( 2 2)

t s
te J t

s s

 


 
L . 

e. Sử dụng kết quả a. suy ra   0
0

( ) 1J t dt


  và   0
0

2
( )

2
te J t dt


  . 

2.17  Tìm biến đổi Laplace của các hàm gốc tuần hoàn có đồ thị hoặc xác định như sau: 

 a. 

   

 

 

 

  

1  

1  

t  1  2  3  4  5  6  7  
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b. 

 

 

 

 

 c. 

 

 

 

 d.    ( ) cosx t t . 

2.18  Sử dung công thức định nghĩa Laplace tính các tích phân sau: 

 a.   3

0

sintt e t dt


   b.   

0

sinte t
dt

t

 

  

 c.   

0

cos6 cos 4t t
dt

t




  d.   
3 6

0

t te e
dt

t

  
   e.   

2

2
0

sin t
dt

t



 .   

2.19  a.  Chứng minh rằng biến đổi Laplace      
2 1

2 2 2

(2 1)!
sin

1 (2 1)

n n
t

s s n

 


  
L . 

 b.  Chứng minh rằng biến đổi Laplace      
2

2 2 2

(2 )!
sin

4 (2 )

n n
t

s s s n


 
L .  

2.20 Tìm hàm gốc của các hàm số sau: 

 a.   
2

3( 1)

s

s 
   b.   

2

3

6 11

s

s s



 
    c.   

2

6 4

4 20

s

s s



 
 

 d.   
2

4 12

8 16

s

s s



 
  e.   

 

3

2
2 4

s

s 
   f.   

 
2

2

3 2

4 6

s

s s



 
.  

2.21  Tìm hàm gốc: 

 a.   

 2

3 1

( 1) 1

s

s s



 
  b.  

 3 3

1

1s s 
   c.   

 2

1

( 3) 2 2

s

s s s



  
 

 d.   
2

2

5 15 11

( 1)( 2)

s s

s s

 

 
  e.   

  
2

2 2

2 3

2 2 2 5

s s

s s s s

 

   
   f.  

 

2

2
2 2

s

s a
. 

2.22  Tìm hàm gốc: 

1  

t  1 2  3  4  5  6  7  

1  

t  1  2  3  4  5  6  7  



CHƢƠNG 2:  CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI TÍCH PHÂN 

 

 148 

 a.   
4 3 2

5 4 3

9 16 4 5

4 5

s s s s

s s s

   

 
 b.  

2

4 4

1

( 3)

se

s s






 c.   
3

2( 1)

s

e

s s




 

 d.   
3

1

s
   e.   

1

2 3s 
   f.   

4 3

5( 4)

se

s




. 

2.23  Sử dụng phép biến đổi Laplace hãy nghiệm lại các tích chập sau 

a.  1*1 t   b.  1* 1t te e        c.   
2

2 2

3

4
* sin( ) sin

2

t at
t at

a a

       
 

d.  ( ) * ( ) ( )t t te t e t te t      e.  
2 2( ) * ( ) ( ) ( )t t t te t e t e e t        

f.  

0, 0

, 0 2
( ) ( 2) * ( ) ( 2)

4 , 2 4

0, 4

t

t t
t t t t

t t

t

   

                      

. 

2.24  Giải các phương trình vi  phân tuyến tính hệ số hằng với các điều kiện đầu: 

 a.  
2" 2 ' tx x x t e   ,   (0) '(0) 0x x  . 

 b.  "' 3 " 3 ' 6 tx x x x e    ,  (0) '(0) "(0) 0x x x   . 

 c.  " 4sin 5cos2x x t t   ,  (0) 1, '(0) 2x x  . 

 d.  " 9 cos2x x t  ,   (0) 1, ( / 2) 1x x   . 

2.25  Giải các phương trình vi phân tuyến tính hệ số hằng với các điều kiện đầu: 

 a.  
2" ( )x a x f t  ,   (0) 1, '(0) 2x x  . 

 b.  
2" ( )x a x g t  ,   1 2(0) , '(0)x C x C  . 

2.26  Giải phương trình vi phân tuyến tính với hệ số biến thiên  " 2 ' 0tx x tx    thỏa mãn 

điều kiện đầu (0) 1, '( ) 0x x    

2.27 Giải hệ phương trình: 

 a.   
' '

" t

x y t

x y e

    
 với điều kiện đầu  

(0) 3, '(0) 2

(0) 0

x x

y

   
. 

 b.   
' ' 2 2 sin

" 2 ' 0

x y x y t

x y x

       
     với điều kiện đầu  

(0) '(0) 0

(0) 0

x x

y

   
. 

 c.   
3 " 3 " 3cos

" ' sin

tx y te t

tx y t

     
     với điều kiện đầu  

(0) 1, '(0) 2

(0) 4, '(0) 0

x x

y y

     
. 
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2.28  Cho mạch điện cho trong hình 2.24 được nối tiến với suất điện động E volts, điện dung 

0,02 farads, hệ số tự cảm 2 henry và điện trở 16 Ohms. Tại thời điểm t = 0 điện lượng ở tụ 

điện và cường độ dòng điện trong mạch bằng 0. Tìm điện lượng và cường độ dòng điện tại 

thời điểm t nếu: 

 a. E = 300 (Volts)        

b. E = 100 sin3t (Volts)                                                                                                   

 

 

 

 

2.29  Cho mạch điện cho trong hình 2.25. Xác định cường độ trong các nhánh biến rằng cường 

độ ban đầu bằng 0. 

2.30  Tìm trở kháng ảnh tương đương của hai mạch rẽ cho trong hình 2.26: 

 

 

 

 

 

 

 

2.31  Cho mạch điện như hình 2.27: 

500sin10 1 henryE t L   

1 210 ohms 10 ohmsR R   

0,01 faradC  . 

Nếu điện thế ở tụ điện và cường độ  

1 2,i i  bằng không tại thời điểm 0t  . 

Tìm điện lượng tại tụ điện tại thời điểm 0t  . 

 

2.32  Tìm nghiệm của bài toán:  

2

2

u u

t x

 


 
, với điều kiện đầu  

( ,0) 3sin2 , 0 1u x x x  
 
và điều kiện biên: 

(0, ) 0

(1, ) 0 , 0.

u t

u t t

   
  

2.33  Cho ( )x t  là hàm tuần hoàn chu kỳ 10 và 
0 5 0

( )
3 0 5

t
x t

t

      

nÕu 

nÕu 
 

a. Tìm chuỗi Fourier của ( )x t . 

E  

FC 02.0  

16  

h2

 

Hình 2.24 

VoltE 110  

h2

 

h2

 
h4

 

30

 

10  

20

 

i  

1i  

2i

 

Hình 2.25 

2R

 

C  

1R

 

L  

Hình 2.26 

E  

C  

L  

1R  2R

 

1
i


 

2
i


 

Hình 2.27 
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b. ( )x t  nhận giá trị bao nhiêu tại 5,0,5t   để chuỗi Fourier hội tụ về ( )x t  với mọi 

[ 5;5]t   . 

2.34  Cho ( ) 2 , 0 4x t t t   . 

 a. Tìm khai triển Fourier của ( )x t  theo các hàm sin . 

 b. Tìm khai triển Fourier của ( )x t  theo các hàm cos . 

2.35  Viết các chuỗi Fourier dạng cầu phương sau về dạng cực. 

a. 
1

sin (2 1)1 2
( )

2 2 1n

n t
x t

n









    
  

b. 
1

( 1)
( ) 2 sin( )

n

n

x t nt
n






  . 

2.36  Viết chuỗi Fourier dạng phức của các hàm số sau 

a. ( ) | |,x t t t      

b. ( ) , 0 2x t t t    

c. 
0 / 2 0

( )
1 0 / 2

t
x t

t





      

nÕu 

nÕu 
 

2.37  Cho dãy tín hiệu rời rạc 
1/ 3 0

( )
0 0

n n
x n

n

   
. 

a.  Tìm biến đổi Z của ( )x n . 

b. Tìm biến đổi Fourier của ( )x n . 

c. Tìm biến đổi Fourier của ( ) ( )y n nx n . 

2.38  Tìm biến đổi Fourier ngược của 
 02

0( )
0

i fne f f
X f

  
nÕu ngîc l¹i

   

trong trường hợp 
0 0

1
, 4

4
f n  . 

2.39     a. Tìm biến đổi Fourier của 
1

( )
0 | |

T t T
x t

t T

     

nÕu 

nÕu 
 

b. Hãy suy ra giá trị của tích phân  
sin cosT t

d
 







 . 

c. Tính  

0

sinu
du

u



 . 
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d. Áp dụng đẳng thức Parseval cho hàm ( )x t  ở câu a, suy ra giá trị của tích phân: 

2

2
0

sin u
du

u



 . 

2.40  Tìm hàm chẵn thỏa mãn phương trình tích phân   

0

1 0 1
( )cos

0 1
x t t dt

 




      


nÕu 

nÕu 
. 

2.41  Chứng minh rằng  
2

0

cos

21

tt
d e

 










 . 

2.42  Tìm biến đổi Fourier của các hàm số sau: 

a. 0( ) ( / )sinx t t T t  .  b.  

| |
1 | |( / )

0 | |

t
t Tt T T
t T

     

. 

2.43  Tìm biến đổi Fourier của các hàm số sau: 

a.     
/ 0

( )
0 0

t Te t
x t

t

   
 ,  0T  . b.   ( )

t

Tx t e


   ,   0T  . 

c.  
2 2

1
( ) , 0x t a

t a
 


.   d. 

21 1 1
( )

0 | | 1

t t
x t

t

      

nÕu 

nÕu 
 

 e.  
2 2 2

( ) , 0
( )

t
x t a

t a
 


   f.  ( ) ( ) cos( ), 0atx t t e bt a    

2.44  Sử dụng công thức Parseval cho hàm ( ) ( ) sin( ), 0atx t t e bt a    suy ra đẳng thức 

2 2 2 2 2 2 2 2
0

2
( ) 4 2 ( )

du

u a b a b a a b





   

 . 

2.45  Chứng minh các tính chất (2.107) của phép biến đổi Fourier.  


