
1

CHƯƠNG I: HÀM BIẾN PHỨC

1

1.1. SỐ PHỨC

1.1.1. Dạng tổng quát của số phức

Tập hợp tất cả các số phức ký hiệu 
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1.1.2. Các phép toán

Phép cộng

Phép trừ

Phép nhân

Phép chia

      1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z x iy x iy x x y y i x y y x      
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1.1.3. Biểu diễn hình học của số phức, mặt phẳng phức

 

x  x  

M  y  

y  

O  i


 

j


 

lúc đó mặt phẳng này được gọi là mặt phẳng phức
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1.1.4. Dạng lượng giác và dạng mũ của số phức

 

r    

x  x  

M  y  

y  

O  i


 

j


 

 cos sinz x iy r i    

iz z e 

22 yxOMrz 

Arg 2 ,z k π k  

mô đun 

argument

dạng lượng giác

dạng mũ
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1.1.5.  Lũy thừa và căn của số phức

 cos sin , Arg 2
nnz z n i n z k      

   cos sin cos sin
n

i n i n     

(cos sin ), (cos sin )z r i i  w      

Lũy thừa bậc n

Căn bậc n
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k
n
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Ví dụ 1.11: Tính 4 1 i
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1.1.7. Lân cận, miền

Lân cận

lân cận của  0z      00 zzzzB 

lân cận của N          NzzBN 

Tập chỉ gồm các điểm trong được gọi là tập mở

Một tập mở và liên thông được gọi là miền

Tập D là tập liên thông nếu với bất kỳ 2 điểm nào của tập D cũng 
có thể nối chúng bằng một đường liên tục nằm hoàn toàn trong D

Miền
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1.2. HÀM BIẾN PHỨC

1.2.1. Định nghĩa hàm biến phức 

Một hàm biến phức                               là một quy luật cho tương 
ứng mỗi số phức             với một hoặc nhiều số phức

  Dzzfw  ,
Dz w

;z x iy  ( )w f z u iv  
( , )

( , )

u u x y

v v x y


 


1.2.2. Giới hạn, liên tục

lim

lim
lim

n
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n
n n

n
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z L
y b









  




n n nz x iy  L a ib , ; 

 zfw  liên tục
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1.2.3. Hàm khả vi, phương trình Cauchy-Riemann

     
z

zfzzf
zf

z 




 0
lim'

Nếu hàm phức ( ) ( , ) ( , )w f z u x y iv x y   khả vi

thì phần thực và phần ảo có các đạo hàm riêng cấp 1 và thỏa 
mãn điều kiện Cauchy-Riemann:

( , ) ( , )

( , ) ( , )

u v
x y x y

x y

u v
x y x y

y x
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Hàm chỉnh hình (giải tích)
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1.2.4.  Các hàm phức sơ cấp cơ bản

nzw Hàm lũy thừa n zw Hàm căn

Hàm mũ
zew  Hàm lôgarit Ln ww z z e  

Các hàm lượng giác phức

cos , sin ;
2 2

iz iz iz ize e e e
z z z

i

  
   

 
sin cos

tan , 2 1 ; cot ;
cos 2 sin

z z
z z k z z k

z z


    

Các hàm lượng giác hyperbolic phức

sinh cosh
cosh , sinh , tanh , coth

2 2 cosh sinh

z z z ze e e e z z
z z z z

z z
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1.3. TÍCH PHÂN PHỨC, CÔNG THỨC TÍCH PHÂN CAUCHY

1.3.1.  Định nghĩa và các tính chất

 

x  
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1kz  kz  
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Chia L thành n đoạn bởi các
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  AB AB AB

f z dz udx vdy i vdx udy     

Tính chất
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f z dzTích phân theo chiều dương của đường khén kín L :
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2

AB

I z dz  ; 0, 2 4A B i  Ví dụ 1.17: Tính tích phân

2, 0 2y x x  1. Dọc theo parabol :

2. Dọc theo đường thẳng nối A và B.

 

x  

y  

A 

B 

2  

i4  
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z dz x iy dx idy   
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1.3.2. Định lý tích phân Cauchy

Định lý 1: Tích phân của hàm phức chỉnh hình dọc theo mọi 
đường cong kín L bất kỳ trong miền đơn liên đều bằng 0.

Điều kiện cần và đủ để tích phân của hàm f(z) trong miền D 
không phụ thuộc vào đường lấy tích phân là tích phân của f(z)
dọc theo mọi đường cong kín bất kỳ (không tự cắt nhau) trong 
D phải bằng 0.

Hệ quả: Nếu f(z) giải tích trong miền kín đơn liên       và 
khả tích trên biên         thì

D
D   0

D

f z dz



Định lý 2: Nếu f(z) giải tích trong miền kín đa liên       và khả 
tích trên biên ngoài       và các biên trong                 thì

D
0 n ...,,1

   
0

1
k

n

k

f z d z f z d z
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1.3.4. Công thức tích phân Cauchy

1 ( )
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f z
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1.4. CHUỖI BIẾN SỐ PHỨC

1.4.1. Chuỗi số phức 

0

,n
n

u



 n n nu a ib 

0 0 0

( )n n n n
n n n

a ib a i b
  

  

    

1.4.2. Chuỗi luỹ thừa

0

( )nn
n

c z a
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n
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Tập hợp các giá trị z sao cho chuỗi hội tụ được gọi là miền hội tụ
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Ví dụ 1.21:

2 1
1

1
1 1

1

n

n
n

z
z

S z z z z

n z


 
 

       
 


    nÕu    

     nÕu  

0

khi 1

phân k khi 1

1

1n

n

z

z

zz











 




ú
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Miền hội tụ của chuỗi là hình tròn |z|<1
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Chuỗi hội tụ khi |z|<R và phân kỳ khi  |z|>R

Bán kính hội tụ của chuỗi là số R thỏa mãn:

Tiêu chuẩn D'Alembert

n

n

n c

c 1lim 




Tiêu chuẩn Cauchy n
n

n
c


 lim

n u  

n u  0

n u  0

0
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Nếu chuỗi lũy thừa có bán kính hội tụ R>0

thì '
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1.4.3. Chuỗi Taylor

 ( )

0

( )
!

n
n

n

f a
z a

n







( )

0

(0)

!

n
n

n

f
z

n






chuỗi Taylor của hàm f tại a

chuỗi Mac Laurin

Định lý 1.13:
1) Chuỗi luỹ thừa bất kỳ là chuỗi Taylor của hàm tổng của nó trong
hình tròn hội tụ.

2) Ngược lại, mọi hàm f(z) giải tích tại a có thể được khai triển
thành chuỗi Taylor trong lân cận |z a|<R. Bán kính hội tụ R là số
thực dương lớn nhất sao cho f(z) giải tích trong lân cận |z a|<R.
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1.4.4. Khai triển thành chuỗi Mac Laurin của các hàm số 
sơ cấp cơ bản
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1.4.5. Chuỗi Laurent và điểm bất thường

Giả sử hàm f(z) giải tích trong hình vành khăn             

  ,K z r z a R     Rr0

  (*)
n

n
n

c z a





 

  1

1

2
n n

C

f z
c dz

i z a 





trong đó C là đường cong kín bất kỳ nằm trong K bao quanh a,

được gọi là chuỗi Laurent của hàm f(z) tại a

Định lý 1.16 (định lý tồn tại và duy nhất của chuỗi Laurent):

1. Mọi hàm f(z) giải tích trong hình vành khăn K đều có thể khai triển
thành chuỗi Laurent.

2. Ngược lại, chuỗi bất kỳ có dạng (*) hội tụ trong hình vành khăn K
có hàm tổng là f(z) thì chuỗi này là chuỗi Laurent của hàm tổng f(z)
trong hình vành khăn K.
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Ví dụ 1.25:  Khai triển hàm                                     thành chuỗi 
Laurent có tâm tại z ═1   
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f z

z z
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a. Khai triển Laurent trong
miền 0 < |z 1| < 1:

b. Khai triển Laurent 
trong miền |z 1| >1:
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a. Khai triển Laurent trong miền 0 < |z 1| < 1:

 
  

   
1

1
1 1

1 2

n n
n

n n

f z c z z
z z

 

 

     
 

 

 
1

2

1
1 2

2 1
n n

L

zc dz
i z 




 2 0 0nn c   

1

1
1

1
1 121 1

2 1 2 z
L

zn c dz
i z z



      
 

( 1) 1

21

1 1 1 ( 1) ( 1)!
0 1

( 1)! 2 ( 1)! ( 1)

n n

n nz

n
n c

n z n

 



  
      

    

CHƯƠNG I: HÀM BIẾN PHỨC

25

b. Khai triển Laurent trong miền |z 1| >1:
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1.5. THẶNG DƯ VÀ ỨNG DỤNG

1.5.1. Định nghĩa thặng dư

   
1

Res ;
2

C

f z a f z dz
i

    

1.5.2. Cách tính thặng dư

  1Res ;f z a c   

     Res ; lim
z a

f z a z a f z


     nếu a là cực điểm đơn

     
1

1

1
Res ; lim

( 1)!

m
m

mz a

d
f z a z a f z

m dz





       
cực điểm cấp m
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1.5.3. Ứng dụng của lý thuyết thặng dư

1.5.3.1. Ứng dụng của lý thuyết thặng dư để tính tích phân phức

   
1

2 Res ;
n

k
kD

f z dz i f z a


    
f(z) có các điểm bất thường
cô lập Daa n ,...,1

Ví dụ 1.29: Tính tích phân
2( 1)( 3)

z

C

e
I dz

z z


 


2 21
Res ;1 lim

16( 1)( 3) ( 3)
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e e e
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1 5
Res ; 3 lim
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e d e e

dz zz z
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1.5.3.2. Ứng dụng của lý thuyết thặng dư để tính tích phân thực
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( ) 2 Res ( ); ;
n

k
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R x dx i R z a
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P z
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Q z
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1.6. PHÉP BIẾN ĐỔI Z

1.6.1. Định nghĩa phép biến đổi Z

  1( ) ( ) ( ) ( )( )n n

n n

X z x n x n z x n z
 

 

 

   Z

1.6.2. Miền xác định của biến đổi Z

Để tìm miền xác định của phép biến đổi Z ta có thể áp
dụng tiêu chuẩn Cauchy hoặc tiêu chuẩn D'Alembert

Ví dụ 1.36: Tìm biến đổi Z của tín hiệu xác định bởi
3

( )
4

n

x n
 

  
 

  
4 3 7

( ) ,
4 3 4 3 4 3 4 3

z z z
X z

z z z z
  

    3

4

4

3
 z
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1.6.3. Tính chất của biến đổi Z

     ( ) ( ) ( ) ( )Ax n By n A x n B y n  Z Z Z

 ( ) ( )anT aTe x n X ze Z  ( ) ( )X z x n Zvới

  1( ) ( ) (0) (1) ... ( 1)m m mx n m z X z z x z x zx m      Z

 ( ) ( ) ( )kx n k n k z X z  Z  
( )

( )
dX z

nx n z
dz

 Z

 ( )* ( ) ( ) ( )x n y n X z Y zZ

  0 1 2 1 0 1 2( ) ... ...Nf n f f f f f f f

 
 

  
  

Chu kú thø nhÊt

0 1
( )

0

n n N

n N

f
x n

  




 


nÕu 

nÕu 

 
( )

( )
1 N

X z
f n

z
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1.6.4. Biến đổi Z ngược

C là đường cong kín bao quanh gốc O và nằm 
trong hình vành khăn r <|z|<R

   1( ) ( )
n

x n X z
 


 Z 11
( ) ( )

2
n

C

x n z X z dz
i

 

Ví dụ 1.42: Hàm                                                                  giải tích 

tại mọi                 .

Vì vậy ta có thể tìm biến đổi ngược trong 3 miền sau: 

2

2 1 1 1
( )

12 7 3 2 3
2

z
X z

z z zz
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2
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2
z 

1
3

2
z  3 z (Biến đổi Z ngược một phía)
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1

2
z a. Miền
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1.6.5. Ứng dụng biến đổi Z để giải phương trình sai phân
Có thể sử dụng các tính chất của phép biến đổi Z và phép biến 
đổi ngược để giải các phương trình sai phân

Ví dụ 1.45: Giải phương trình sai phân bậc hai

2 ( 2) 3 ( 1) ( ) 5 3 ,nx n x n x n      0n 

thỏa mãn điều kiện đầu (0) 0,x  (1) 1x 

       2 ( 2) 3 ( 1) ( ) 5 3nx n x n x n    Z Z Z Z

 2 2 5
2 ( ) 2 (0) 2 (1) 3 ( ) (0) ( )

3

z
z X z z x zx zX z zx X z

z
      


(2 1)

(2 1)( 1) ( )
3

z z
z z X z

z


   



1
( )

( 3)( 1) 2 3 1

z z z
X z

z z z z

 
    

    

   1 1 11 1 1
( ) ( ) 3 1 ,

2 3 2 1 2
nz z

x n X z
z z

     
       

    
Z Z Z 0n 
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Ví dụ 1.48: Giải hệ phương trình sai phân
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